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         序    言  

 

 

 
线性代数是大学数学的重要组成部分，但是，目前大多数线性代数课程的教材所关注的

还是对其理论知识本身的介绍和讲解，内容和形式单一，对于学习者特别是职业教育形势下

的学生来讲，缺乏与实际应用的联系。因此，在线性代数教材中增加实际应用教学内容的必

要性愈来愈突显。 

本书在秉承传统介绍和讲解线性代数理论知识的基础上，从不同学科、不同视角，引入

了一定量的实际应用案例，更有利于学生对知识的理解和掌握。编者结合《高职高专教育线

性代数课程教学基本要求》以及多年来的数学教学及教改经验，为适应高职高专等职业教育

学生的教学需要，经过潜心努力，编写了本教材。希望能使学生在掌握线性代数最基本的概

念、理论和方法的基础上，帮助他们解决日常生活、生产技术及经济管理中的一些实际问题。 
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行列式的理论是对求解 n元线性方程组的需要而建立起来的，它是研究线性代数的一个重

要工具，在其他学科方面也有着广泛的应用. 

第一节  n 阶行列式 

一、全排列及其逆序数 

定义 1.1  n个不同元素按一定的次序排成一个有序数组，称为 n级全排列，简称排列. 

n个不同元素的全排列的种数共有 n!个. 

一般地，我们只讨论从 1到 n这 n个数的全排列，将 1，2，…，n这 n个自然数的任意一

个排列记成 1 2 na a a… . 对于 n个不同元素的任一排列，我们要考虑各元素之间的次序，通常规

定从小到大的次序为标准排列（或称自然排列）即 12… n . 

定义 1.2  在 n个不同元素的任一排列中，如果两个元素的先后次序和标准次序不同，那

就称这两个元素构成一个逆序. 一个排列中所有元素的逆序之和，称为这个排列的逆序数. 

显然，标准排列的逆序数是 0. 

例如，在排列 2413中，21、41、43都构成逆序，而且只有这三个逆序，所以说 2413的

逆序数等于 3. 

下面讨论排列逆序数的一般求法：设 1 2 na a a… 是自然数 1，2，…，n的一个排列，先看元

素 1a 前面有多少个数和 1a 构成逆序，即有多少个数比 1a 大，设为 1t 个；再看 2a 的前面有多少

个数比 2a 大，即有多少个数和 2a 构成逆序，设为 2t 个；如此继续下去最后设 na 前面有 nt 个数

比 na 大. 那么这个排列的逆序数等于 1 2 nt t t t= + + +… . 

例 1  求排列 632514的逆序数. 

解  在排列 632514中，6排在首位，逆序数是 0； 

3前面有一个比它大的数，逆序数是 1； 

2前面有两个比它大的数，逆序数是 2； 

5前面有一个比它大的数，逆序数是 1； 

1前面有四个比它大的数，逆序数是 4； 

4前面有两个比它大的数，逆序数是 2；  

排列 632514的逆序数若记为 t，则 

t = 0+1+2+1+4+2=10. 

例 2  求排列 13…( 2 1n - )( 2n )( 2 2n - )…2的逆序数 t. 
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解  显然 1，3，…，2 1n - ，的逆序数均为 0，2n的逆序数为 0，2 2n - 的逆序数为 2，2 4n -
的逆序数为 4，…，2的逆序数为 2 2n - . 因此，所求排列的逆序数为 

t=0+2+4+…+( 2 2n - )=n( 1n - ). 

定义 1.3  逆序数为偶数的排列称为偶排列，逆序数为奇数的排列称为奇排列. 

例如，632514为偶排列，2413为奇排列. 

定义 1.4  将一个全排列中任意两个元素对调位置，其他元素不动，这种形成新排列的方

法称为对换，把相邻两个元素对换称为相邻对换. 

例如，排列 3124经元素 3和 4的对换，变成新排列 4123. 在对换下，排列的奇偶性会有

变化. 如 3124是偶排列，4123是奇排列。可见，对换将改变排列的奇偶性. 

定理 1.1  一个排列中的任意两个元素对换后，得到的新排列与原排列有不同的奇偶性.  

证  先证相邻对换的情形.  

设有全排列 1 2 1l ka a a abb b… … ，对换 a与b，其余元素不动，得到新排 1 2 1l ka a a bab b… … . 

当 a b＜ 时，对换后使 a增加一个逆序，而 b和其他元素的逆序都没有变，因此，新排列

比原排列的逆序数增加 1； 

当 a b＞ 时，对换后得到的新排列比原排列的逆序数减少 1，所以，相邻对换改变了排列

的奇偶性.  

再证一般对换的情形. 

设排列为 1 1 1l k na a ab b bc c… … … ，a和b之间有 k个元素，先把b和它左边的 1k + 个元素依
次作 1k + 次相邻对换，得到 1 1 1l k na a bab b c c… … … ，再把 a和它右边的 k个元素依次作 k次相邻

对换，得到的新排列为 1 1 1l k na a bb b ac c… … … ，经过这样 2 1k + 次相邻对换就达到 a和 b对换的

目的，而每次相邻对换都改变排列的奇偶性，所以，新排列与原排列的奇偶性不同. 

前面我们提到，标准排列的逆序数是 0，是偶排列，因此不难得到下面推论. 

推论  奇排列调成标准排列需作奇数次对换；偶排列调成标准排列需作偶数次对换. 

定理 1.2  2n≥ 时，n个元素的所有排列中，奇偶排列的个数相等，各为
!

2

n
个. 

证  假设 n！个排列中有 s个奇排列，t个偶排列，此时 s t n+ = ！. 欲证 s=t，先将所有奇排

列的头两个数都作一次对换，这样就得到了 s 个不同的偶排列. 已知偶排列共有 t 个，所以
s t≤ 。同理，将所有偶排列的头两个数都作一次对换，这样就得到了 t个不同的奇排列. 已知

奇排列共有 t个，所以 t s≤ . 故 s=t. 这就证明了全部 n！个排列中，奇偶排列的个数各有
2

n！
个. 

二、二、三阶行列式 

求解方程组 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a x a x b

a x a x b

+ =㊣
㊣ + =㊣

 

用消元法解方程组， 22 12(1.1) (1.2)a a× - × 得 

11 22 12 21 1 1 22 2 12( )a a a a x b a b a- = -  

又 21 11(1.1) (1.2)a a× - × 得 

12 21 11 22 2 1 21 2 11( )a a a a x b a b a- = -  

当 11 22 12 21 0a a a a- ≠ 时，方程组的解为 

（1.1）

（1.2）
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1 22 2 12 2 11 1 21
1 2

11 22 12 21 11 22 12 21

b a b a b a b a
x x

a a a a a a a a

- -
= =

- -
， .      （1.3） 

为了记忆方便，引入记号 

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= - . 

等式左端称为二阶行列式，可用字母 D 表示，其中横向称为行，竖向称为列，二阶行列
式有两行两列，每个数 1 2ija i j =（， ，）称为行列式的元素. ija 的第 1个下标 i表示它在第 i行，

称为行标；第 2个下标 j表示它在第 j列，称为列标.行列式从左上角

到右下角的对角线称为主对角线，而行列式从右上角到左下角的对角线

称为次对角线. 从等式右端可以看出，二阶行列式是两项的代数和，每

一项是取自不同行和不同列的两个元素之乘积. 一项是主对角线上两个

元素的乘积，带正号；另一项是次对角线上两个元素的乘积，带负号（图

1-1），这称为二阶行列式的对角线法则. 

例如
1   3

1 4 ( 3) 2 10
2     4

-
= × - - × = ， 

5   3
5 3 ( 3) 0 20

0     4

-
= × - - × = ， 

1   5
1 0 5 2 10

2   0
= × - × = - . 

利用二阶行列式的概念，（1.3）中的分子可分别记为 

1 12 11 1
1 2

2 22 21 2

b a a b

b a a b
= =， ，D D  

则方程组的解可写为 

1 2
1 2 , ( 0)x x= = ≠，

D D
D

D D
. 

用消元法解三元线性方程组时，为了便于记忆，用同样的方法可以定义三阶行列式  

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33 13 22 31 12 21 33 11 23 32.

a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

= + +
- - -

   （1.4） 

等式左端称为三阶行列式，可用字母 D表示，它具有三行三列，元素 1 2 3ija i j =（， ，，）的

下标 i和 j表示这个元素位于第 i行第 j列. 注意到三阶行列式为 3!=6 项的代数和，每一项都

是取自不同行不同列的三个元素的乘积. 主对角线方向的三项前面带正号；次对角线方向的三

项前面带负号（如图 1-2），这称为三阶行列式的对角线法则. 

 

图 1-2 

 
图 1-1 
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例 3  解二元线性方程组 

1 2

1 2

3 5

2 4 0.

x x

x x

- =㊣
㊣ + =㊣

 

解  方程组的系数行列式
1   3

10 0
2     4

-
= = ≠D ，所以方程组有唯一解 

1

5   3

0     4
2

10
x

-

= = ， 2

1   5

2   0
1.

10
x = = -

 

例 4  计算下面三阶行列式 

（1）

3 2 1

2 1 3

2 0 2

-
= -

-
D ； （2）

1

1 .

1

a b

a c

b c

- -
= -D  

解（1） 3 1 ( 2) ( 2) 3 2 1 0 ( 2) 1 1 2= × × - + - × × + × × - - × × -D 3 0 3 ( 2) ( 2) ( 2) 12.× × - - × - × - = -  

（2） 1 1 1 ( )( ) ( ) ( ) 1 ( )a c b b ca b b a a= × × + - - + - - - × × - - ×D 2 2 21 1 ( ) 1.c c a b c- × - = + + +  

三、n阶行列式 

1.项的组成 

从（1.4）可以看出，三阶行列式是 3!=6项的代数和. 其中，每一项都是取自不同行、不

同列的三个元素的乘积；而且，所有取自不同行、不同列的三个元素的乘积也是三阶行列式

的一项. 因此，如果把行标的排列一律都写成标准顺序（即从小到大的顺序），三阶行列式的

任意项在不计符号时，就可以写成 

1 2 31 2 3p p pa a a ，                     （1.5） 

其中 1 2 3p p p 是“1，2，3”的一个排列. 当 1 2 3p p p， ， 取尽“1，2，3”的所有排列时，（1.5）

恰好取尽（1.4）中的所有项（不记符号）. 

2.项的符号     

把（1.4）中的各项按（1.5）写出时，带正号的有三项，它们的列标的排列分别是 123，

231，312，均构成偶排列. 带负号的也有三项，它们列标的排列分别是 321，213，132，均构

成奇排列. 因此项
1 2 31 2 3p p pa a a 的列标排列 1 2 3p p p 是偶排列时，取正号；是奇排列时，取负号.

于是（1.4）的任意项可写成
1 2 31 2 3( 1)t

p p pa a a- 其中 1 2 3p p p 是“1，2，3”的一个排列， t为该排

列的逆序数. 

综上分析，三阶行列式可表示成 

1 2 3

11 12 13

21 22 23 1 2 3

31 32 33

( 1)t
p p p

a a a

a a a a a a

a a a

= -∑ ， 

其中∑是对“1，2，3”构成的所有排列 1 2 3p p p 取和. 显然，这些规律对于二阶行列式也成立. 

把三阶行列式推广到一般情形，就得到 n阶行列式的定义.  

定义 1.5  设有 2n 个数（元素），排成 n行 n列的数表 
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11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

…
…

… … … …
…

 

从表中取位于不同行不同列的 n个数作乘积，所取到的 n个元素按行标由小到大排成标准

排列，列标排列 1 2 np p p… 为自然数“1，2，…， n”的一个排列，其逆序数为 t，得到项为 

1 21 2( 1)
n

t
p p npa a a- … ， 

由于列标的排列为 n！种，这样取得的项共有 n！个，这些项的代数和 

1 21 2( 1)
n

t
p p npa a a-∑ … ， 

称为 n阶行列式，记作 

                           

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

…
…

… … … …
…

， 

即 

1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

( 1)
n

n

n t
p p np

n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

= -∑

…
…

…
… … … …

…

， 

其中∑是对“1，2，…，n”构成的所有排列 1 2 np p p… 对应的全部项取和，数 1 2ija i j n= …（， ，， ，）

称为行列式的元素. 行列式也可用符号 ( )ijaΔ 或字母 D简记. 

这个定义和前面的二阶、三阶行列式的定义是一致的，只要取 n等于 2或 3即可，当 1n =
时，一阶行列式就是元素本身，即 .a a=  注意把一阶行列式和 a的绝对值区分开，必要时需

加以说明. 

但应注意，二阶和三阶行列式的对角线计算法对四阶以上行列式的计算是不适宜的.  

因此，对于 n阶行列式的定义我们采取下面的这种形式来进行叙述. 

从定义 1.5看出，项
1 21 2( 1)

n

t
p p npa a a- … 中元素的行标构成的排列 12…n是标准排列，逆序

数是 0，因此该项可记成
1 2

0
1 2( 1)

n

t
p p npa a a+- … . 若交换这项中的两个因子的位置，它们的行标排

列和列标排列都随之做相应对换，排列的奇偶性同时改变，但它们的逆序数之和的奇偶性不

变，项前的正负号不变. 因此，该项的因子经若干次交换，可使列标排列变成标准排列，而项

前的正负号不会改变，因此可写成形式 

1 21 2( 1)
n

s
q q q na a a- … ， 

其中 1 2 nq q q… 是元素行标的一个排列， s是它的逆序数. 所以 

1 2 1 21 2 1 2( 1) ( 1)
n n

t s
p p np q q q na a a a a a- = -… …  

显然，排列 1 2 nq q q… 由排列 1 2 np p p… 唯一确定. 且不同的排列 1 2 np p p… 对应不同的排列

1 2 nq q q… . 这样，由 n！项
1 21 2( 1)

n

t
p p npa a a- … 得到 n！项不同的

1 21 2( 1)
n

s
q q q na a a- … ，即为 1 2 nq q q… 所

有可能排列对应的项，于是得到 
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=D
1 2 np p p
∑
… 1 21 2( 1)

n

t
p p npa a a- … =

1 2 nq q q
∑
… 1 21 2( 1)

n

s
q q q na a a- … . 

定义 1.6 

1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

( 1)
n

n

n s
q q q n

n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

= = -∑

…
…

…
… … … …

…

D ， 

其中 1 2 nq q q… 是元素行标的一个排列， s是它的逆序数，∑是对“1，2，…，n”构成的所有

新排列 1 2 nq q q… 取和. 

下面仅以特例进行说明，如何利用定义来计算 n阶行列式.  

例 5  计算下面对角行列式（对角线以外的元素全是 0） 

（1）

1

2

n

λ
λ

λ
㊣ ； （2）

1

2

n

λ
λ

λ
㊣ .  

解  （1）依据行列式定义，令 11 1 22 2 nn na a aλ λ λ= = =…， ， ， ，在和式
1 21 2( 1)

n

t
p p npa a a-∑ …

中，只有当 1p =1， 2p =2，…，pn= n时这一项不等于零，其他项全是零，而排列 1 2 1 2np p p n=… …

的逆序数是 0，所以 

1

2
11 22 1 2 .nn n

n

a a a

λ
λ

λ λ λ

λ

= =… …
㊣

 

（2）令 1 1 2, 1 2 1n n n na a aλ λ λ-= = =…， ， ， ，在和式
1 21 2( 1)

n

t
p p npa a a-∑ … 中，只有当 1p = n，

2p =n-1，…， np =1时的一项不等于零，其他项全是零，而排列 1 2 np p p… =(n-1)…321的逆序

数
( 1)

1 2 ( 1)
2

n n
t n

-
= + + + - =… ，所以 

1

( 1)
2 2

1 2( 1) .

n n

n

n

λ
λ

λ λ λ

λ

-

= - …
㊣  

例 6  当行列式对角线以下的元素全为零时，称其为上三角行列式，证明上三角行列式 

11 12 1

22 2
11 22

0
.

0 0

0 0

n

n
nn

nn

a a a

a a
a a a

a

= =

…
…

…
… …
…

D  

证  依照行列式定义的等价形式 

1 21 2( 1)
n

t
q q q na a a= -∑ …D ， 

当 jq j＞ 时， 0 ( 2 3 )
jq ja j n= = …，， ， ，只有当 ja j≤ 时，有可能 0 ( 1 2 )

jq ja j n≠ = …，， ， . 
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因为
1 21 2 nq q q na a a… 是取自不同行不同列的 n个元素乘积，所以，其乘积可能不为零的项的第一

个元素只能取第一列的 11a ，其第二个元素只能取第二列的 22a ，…，其第 n个元素只能取 nna ，

该项即为 

1 21 2 11 22nq q q n nna a a a a a=… …  

其行标排列 1 2 1 2nq q q n=… … 的逆序数是 0，而其他各项均为 0，则 11 22 nna a a= …D . 

类似地，当行列式对角线以上的元素全为零时，称其为下三角行列式，和上三角行列式

相仿，有 

11

21 22
11 22

1 2

0 0

0

0 nn

n n nn

a

a a
a a a

a a a

=

…
…

…
… … …

…

 

上三角行列式和下三角行列式统称为三角行列式. 在计算行列式时，常常把行列式化为三

角行列式，以简化计算. 例 6的结果可作为公式应用. 

例 7  求下列行列式的值 

  0    0   

0         0

0   0      0

 0   0   

a b

c d

e

f g

=D . 

解  在四阶行列式 D的所有项中，除 ,aceg bcef 两项外，其余项都为 0.aceg的列标排列为

1234，是偶排列；bcef 的列标排列为 4231，是奇排列. 所以 

   0   0    

0         0

0   0      0

  0   0   

a b

c d
aceg bcef

e

f g

= = -D . 

习题 1.1 

1.求出下列各排列的逆序数，并指出排列的奇偶性 

（1） 32415；  （2） ( 1)( 2) 321n n n- - … ； 

（3）135 (2 1)24 (2 )n n-… … ； 

（4）147 (3 2)258 (3 1)369 (3 )n n n- -… … … . 

2.求 i j， 使 

（1）29 i 146 j 73为偶排列； 

（2）3 i 4625 j 7为奇排列. 

3.用行列式定义证明 

（1）

11

21 22
11 22

1 2

0 0

0

0 nn

n n nn

a

a a
a a a

a a a

=

…
…

…
… … …

…

； 
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（2）

11 12 1, 1 1

( 1)
21 22 2, 1 2

1 2, 1 1

1

0
( 1)

0 0 0

n n

n n
n

n n n

n

a a a a

a a a
a a a

a

-
-

-
-= -

…
…

…
… … … … …

…

.  

4.指出下列各乘积是属于几阶行列式中的项，并确定其前面的符号 

（1） 43 21 35 12 54a a a a a ；（2） 33 16 72 27 55 61 44a a a a a a a . 

5.求行列式

5 1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 2

x

x x

x

x x

中含 4x 和 3x 的项.  

6.利用行列式的定义计算五阶行列式 

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

5 31 32

41 42

51 52

0 0 0

0 0 0

0 0 0

a a a a a

a a a a a

a a

a a

a a

=D . 

第二节  行列式的性质 

由行列式定义可知，n阶行列式的值是 n !项的代数和，且每项是 n个数的乘积，当 n较大

时，计算量就相当大，而利用行列式的性质可简化行列式的计算.  

设

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2T

1 2 1 2

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

= =

… …
… …

… … … … … … … …
… …

，D D  

行列式 TD 称为行列式 D的转置行列式. 在下面各性质中都设 ( )ija= ΔD 是上面的行列式.  

性质 1  行列式与它的转置行列式相等. 

证  将 ( )ija= ΔD 的转置行列式写成如下形式 

11 12 1

21 22 2T

1 2

n

n

n n nn

b b b

b b b

b b b

=

…
…

… … … …
…

D  

其中 1 2ij jib a i j n= = …（， ，， ，），由行列式的定义 1.5和定义 1.6可知 

1 2

1 2

T
1 2

1 2

( 1)

( 1)

n

n

t
p p np

t
p p p n

b b b

a a a

= -

= - =

∑
∑

…

…

D

D
 

其中 t是排列 1 2 np p p… 的逆序数.  

上述情况表明行列式的行和列的地位是相同的，也就是说，对“行”有关的性质成立，
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对“列”也同样成立，反之亦然. 因此，下面的性质只对行（或列）证明即可. 

性质 2  互换行列式的两行（列），行列式变号.  

证  把行列式 D的第 i行和第 j行互换而其他行保持不变，得到行列式 1D ，即 

D1

11 12 1

11 12 1
1 2

21 22 2

1 2
1 2

1 2

n

n
j j jn

n

i i in
n n nn

n n nn

a a a

b b b
a a a i

b b b

a a a j
b b b

a a a

= =

…
… … … …

…
… ……

…
… … … …

… … … …
… ……

…
… … … …

…

第行

第 行

 

可以看出，当 ,k i j≠ 时， kp kpb a= ，而当 k i j= ， 时， ip jpb a= ， ( 1 2 )jp ipb a p n= = …，， ，  根

据 n阶行列式的定义 1.5和定义 1.6，可知 

1 2

1 2

1 2

1 1 2

1 2

1 2

( 1)

( 1)

( 1)

i j n

i j n

j i n

t
p p ip jp np

t
p jp ip npp

t
p ip jp npp

b b b b b

a a a a a

a a a a a

= -

= -

= -

∑
∑
∑

… … …

… … …

… … …

D

 

其中当行标排列为自然排列时， t为列标排列 1 2 i j np p p p p… … … 的逆序数，设 1t 为列标排列

1 2 j i np p p p p… … … 的逆序数，则 1( 1) ( 1)tt- = - - ，于是 
1

1 2
1 1 2

( 1) .
j i n

t
p ip jp npp

a a a a a= - - = -∑ … … …D D  

推论  若行列式中有两行（列）完全相同，则该行列式为零.  

证  把完全相同的两行互换，则有 = -D D，故 0=D .  

性质 3  行列式的某一行（列）中所有的元素都乘以同一数 k，等于用数 k乘以行列式.  

证 

D1
1

1

11 12 1

1 2 1

1 2

1

( 1) ( )

( 1)

i n

i n

n

t
i i in p ip np

n n nn

t
p ip np

a a a

ka ka ka a ka a

a a a

k a a a

= = -

= - =

∑

∑

…
… … … …

… … …
… … … …

…

… … kD.

 

推论 1  行列式中某一行（或列）所有元素的公因子可以提到行列式符号的外面.  

推论 2  若行列式中有一行（列）所有元素全是零，则该行列式等于零.  

推论 3  行列式中若有两行（列）元素对应成比例，则该行列式等于零.  

性质 4  若行列式的某列（行）的所有元素都是两数之和，那么这个行列式等于两个行列

式之和，即 

11 1 1 11 1 111 12 1 1 1

21 2 2 21 2 221 22 2 2 2
1

1 11 2

j n j nj j n

j n j nj j n

n nj nn n nj nnn n nj nj nn

a a a a a aa a a a a

a a a a a aa a a a a

a a a a a aa a a a a

′′+
′′+

= = +

′′+

… … … …… …
… … … …… …

… … … … … … … … … …… … … … … …
… … … …… …

（ ）

（ ）

（ ）

D  
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证 

1 2 11 1 2 1( 1) ( ) ( 1)
j j n

s s
q q q j q j q n qa a a a a a′= - + = -∑ ∑… …D  

2 1 22 1 2( 1) .
j n j n

s
q q j q n q q q j q na a a a a a a′+ -∑… … … …  

例 1  计算 
2 3 1

503 201 298

5 2 3

-

. 

解 
2 3 1 2 3 1

503 201 298 500 3 20 1 300 2

5 2 3 5 2 3

- -
= + + -  

  

2 3 1 2 3 1

3 1 2 500 200 300

5 2 3 5 2 3

2 3 1

84 100 5 2 3 84.

5 2 3

- -
= - +

-
= - + = -

 

性质 5  把行列式的某一列（行）的各元素 k倍后加到另一列（行）的对应元素上去，行

列式不变. 

上述这些性质可以简化行列式的计算，为了以后书写方便，引入下面记号，用 i jr r↔ 表

示交换 i j， 两行；用 i jc c↔ 表示交换 ,i j两列；用 ( )i ir k c k× × 表示用数 k乘第 i行（列）各元

素；第 i行（或列）提出公因子 k，记作 ( )i ir k c k÷ ÷或 ；用 i j i jr kr c kc+ +（ ）表示第 j行（列）

各元素 k倍加到第 i行（列）的对应元素上. 

例 2  计算 

1 5 2 2

1 7 3 4
.

2 9 5 7

1 6 4 2

-
- -

=
-
-

D  

解 

D

1 5 2 2

0 2 1 6

0 1 1 3

0 1 2 0

-
-

-

-

1 5 2 2

0 1 1 3

0 2 1 6

0 1 2 0

-

-
-

 

-

1 5 2 2

0 1 1 3

0 0 3 0

0 0 3 3

-

-
-

1 5 2 2

0 1 1 3
9.

0 0 3 0

0 0 0 3

-

=
-
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例 3  计算 

3 1 1 1

1 3 1 1
.

1 1 3 1

1 1 1 3

=D  

解 

D

6 1 1 1 1 1 1 1

6 3 1 1 1 3 1 1
6

6 1 3 1 1 1 3 1

6 1 1 3 1 1 1 3

=  

1 1 1 1

0 2 0 0
6 6 8 48.

0 0 2 0

0 0 0 2

= × =  

例 4  计算 

.
2 3 2 4 3 2

3 6 3 10 6 3

a b c d

a a b a b c a b c d

a a b a b c a b c d

a a b a b c a b c d

+ + + + + +
=

+ + + + + +
+ + + + + +

D  

解  从第 4行开始，后行减前行 

D
0

0 2 3 2

0 3 6 3

a b c d

a a b a b c

a a b a b c

a a b a b c

+ + +
+ + +
+ + +

 

0

0 0 2

0 0 3

a b c d

a a b a b c

a a b

a a b

+ + +
+
+

40
.

0 0 2

0 0 0

a b c d

a a b a b c
a

a a b

a

+ + +
=

+
 

习题 1.2 

1.用行列式性质计算下列各行列式 

（1）

103 100 104

199 200 395

301 300 600
；  （2）

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

； 
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（3）

1

1

1

1
2 2 2

a b c

b c a

c a b

b c c a a b+ + +

； （4）

1 0 2

3 0 0
.

3 4 5

0 0 0

a

b

e

a

 

2.计算 

1 2 3 4

1 1 2 3

2 1 1 2

3 2 1

4 3 2

0

0

0

0

0

a a a a

a b b b

a b c c

a b c d

a b c d

-
= - -

- - -
- - - -

D . 

3.计算 n阶行列式 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n

a

a

a

a

=

…
…
…

… … … … …
…

D . 

4.写出五阶行列式中含有因子 11 22 33a a a 的项.  

第三节  行列式按行（列）展开 

本节介绍另一种行列式的计算方法——降阶法. 

一般说来，低阶行列式的计算比高阶行列式的计算要容易，因此我们考虑用低阶行列式

来表示高阶行列式，从而将高阶行列式的计算问题转化为低阶行列式来进行. 

对于三阶行列式，容易得到 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32

31 32 33

11 22 33 23 32 12 21 33 23 31 13 21 32 22 31

      

      

      

                     ( ) ( ) ( )

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a

= + + - - -

= - - - + -

 

            
22 23 21 23 21 221 1 1 2 1 3

11 12 13
31 3232 33 31 33

         
( 1) ( 1)  ( 1)

         

a a a a a a
a a a

a aa a a a
+ + += - + - + -  

这样三阶行列式的计算可以归结为二阶行列式的计算. 而这些二阶行列式是三阶行列式

中去掉一行一列而得到的. 

定义 1.7  在 n阶行列式 D中，去掉元素 ija 所在的第 i行和第 j列，剩下的元素按原来次

序构成的 1n - 阶行列式称为元素 ija 的余子式，记作 ijM ；若 1 i j
ij ij

+= -（ ）A M ，则称 ijA 为元素 ija

的代数余子式 1 2i j n= …（， ，， ，）. 

因此，三阶行列式可以表示为 
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( ) ( )
11 12 13

1 1 1 222 23 21 23 21 221 3
21 22 23 11 12 13

31 3232 33 31 33
31 32 33

      
         

      1 1 ( 1)
         

      

a a a
a a a a a a

a a a a a a
a aa a a a

a a a

+ + += - + - + -  

11 11 12 12 13 13a a a= + +A A A .                      （1.6） 

例 1  写出四阶行列式 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

=D  

中元素 23a 的余子式和代数余子式.  

解 

11 12 14

23 31 32 34

41 42 44

a a a

a a a

a a a

=M  

   2 3
23 23 23( 1) += - = -A M M . 

引理  在 n阶行列式 D中，如果它的第 i行元素除去 ija 外其余元素全是零，则 D等于 ija 与

它的代数余子式 ijA 的乘积，即 

.ij ija=D A  

证  先证 ija 位于第一行第一列的情况，此时 11ija a= . 

1 2

11

21 22 2
1 2

1 2

0 0

( 1)
n

n t
p p np

n n nn

a

a a a
a a a

a a a

= = -∑

…
…

…
… … … …

…

D  

当 1 1p ≠ 时，
11 0pa = ，且排列 2 31 np p p… 和排列 2 3 np p p… 的逆序数相同，故 

2 3

2 3

11 2 3

11 2 3

( 1)

( 1)

n

n

t
p p np

t
p p np

a a a a

a a a a

= -

= -

∑
∑

…

…

D
 

其中 t为排列 2 3 np p p… 的逆序数，于是 
1 1

11 11 11 11 11 11( 1)a a a+= = - =D M M A  

再证一般情况，此时 

11 1, 1 1 1, 1 1

21 2, 1 2 2, 1 2

1 , 1 , 1

0 0 0

j j j n

j j j n

ij

n n j nj n j nn

a a a a a

a a a a a

a

a a a a a

- +

- +

- +

=

… …
… …

… … … … … … …
… … …

… … … … … … …
… …

D . 

为了利用前面的结果，我们将 D的第 i行和它上面的 1i - 行依次交换，把第 i行经过 1i - 次
调换到第 1行；再将得到的行列式的第 j列和它左边的 1j - 列依次交换，把第 j列经过 1j - 次
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调换到第 1列. 总之，经过 2i j+ - 次调换，把 ija 调到左上角原 11a 的位置，每调换一次行或列，

行列式就改变一次正负号，于是 

1 11 1, 1 1, 1 1

2
1, 1,1 1, 1 1, 1 1,

1, 1,1 1, 1 1, 1 1,

1 , 1 , 1

0 0 0 0

( 1)

( 1) .

ij

j j j n

i j
i j i i j i j i n

i j i i j i j i n

nj n n j n j nn

i j
ij ij ij ij

a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a

- +

+ -
- - - - - + -

+ + + - + + +

- +

+

= -

= - =

… …
… …

… … … … … … …
… …
… …

… … … … … … …
… …

D

M A

 

定理 1.3  n阶行列式 D等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式乘积之和， 

即 

1 1 2 2
1

1 2
n

i i i i in in ij ij
j

a a a a i n
=

= + + + = =∑… …（ ，， ，），D A A A A  

或      1 1 2 2
1

1 2 .
n

j j j j nj nj ij ij
i

a a a a j n
=

= + + + = =∑… …（ ，， ，）D A A A A  

证  先按行证明，根据上节性质 5 

11 12 1

1 2

1 2

0 0 0 0 0 0 0

n

i i in

n n nn

a a a

a a a

a a a

= + + + + + + + + + +

…
… … … …

… … … …
… … … …

…

D  

11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 2

1 2 1 2 1 2

0 0 0 0 0 0

n n n

i i in

n n nn n n nn n n nn

a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a

= + + +

… … …
… … … … … … … … … … … …

… … … …
… … … … … … … … … … … …

… … …

. 

根据引理，即得 

1 1 2 2
1

( 1 2 )
n

i i i i in in ij ij
j

a a a a i n
=

= + + + = =∑… …，， ，D A A A A . 

类似地，若按列证明，则得 

1 1 2 2
1

( 1 2 )
n

j j j j nj nj ij ij
i

a a a a j n
=

= + + + = =∑… …，， ，D A A A A . 

这个定理称为行列式按某行（列）展开定理，利用行列式的性质并结合展开定理，可以

简化行列式的计算. 

利用定理 1.3可知，（1.6）式就是三阶行列式按第一行展开的式子.  

定理 1.4  行列式中任一行（列）的各元素与另一行（列）对应元素的代数余子式乘积之

和等于零. 即 
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1 1 2 2 0i j i j in jna a a+ + + =…A A A  

或      1 1 2 2 0 ( 1 2 ).i j i j ni nja a a i j i j n+ + + = ≠ =… …，， ，， ，A A A  

证  只证第一个等式，作辅助行列式 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

j j jn

n n nn

a a a

a a a i

a a a j

a a a

「 ㊣
| |
| |
| |
| |

= | |
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

…
… … … …

… …
… … … …

… …
… … … …

…

第行

第 行

D  

显然 0=D ，将 D按第 j行展开，则有 

1 1 2 2 0i j i j in jna a a= + + + =…D A A A  

类似可证 

1 1 2 2 0 ( 1 2 )i j i j ni nja a a i j i j n+ + + = ≠ =… …， ，， ，， ，A A A  

我们引入 Kronecker符号
1

0ij

i j

i j
δ

=㊣
= ㊣ ≠㊣

， ，

， ，
于是综合定理 1.3和定理 1.4的结果，可写成 

1 0

n

ik jk ij
k

i j
a

i j
δ

=

=㊣
= = ㊣ ≠㊣

∑
， ；

， ，

D
A D  

或  

1

( 1 2 ).
0

n

ki kj ij
k

i j
a i j n

i j
δ

=

=㊣
= = =㊣ ≠㊣

∑ …
， ；

， ，， ，
， ，

D
A D  

例 2  计算四阶行列式 

3 1 1 2

5 1 3 4
.

2 0 1 1

1 5 3 3

-
- -

=
-

- -

D  

解  我们把第 3行其余元素变为 0，然后按第 3行展开. 

D 3 3

5 1 1 1
5 1 1

11 1 3 1
1 ( 1) 11 1 1

0 0 1 0
5 5 0

5 5 3 0

+

-

- -
- - -

- -
- -

= ×  

1 3

5 1 1
6 2

6 2 0 1 ( 1) 40
5 5

5 5 0

+ -
- -

- -
- -

= × = . 

例 3  计算行列式 
6 2 2

2 3 4 .

2 4 3

a

a

a

-

- -

- - -

+
=D  
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解 

D

6 2 2

2 3 4

0 7 7

a

a

a a

- -
- -
- -

6 4 2

2 1 4

0 0 7

a

a

a

- -
+ -

-
 

3 3 26 4
( 7)( 1) ( 7) ( 2)

2 1

a
a a a

a
+ -

= - - = - +
+

. 

例 4  计算 n阶行列式 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

a b

a b

a b

b a

=

…
…

… … … … … …
…
…

D . 

解  按第一列展开 

1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

( 1) ( 1)

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

n n n n

a b b

a a b

a b a b

a b b

a a b

+ += + - = + -

… …
… …

… … … … … … … … … …
… …
… …

D . 

例 5  计算 2n阶行列式 

2

0 0

0 0

0 0

0 0

n

a b

a b

a b

c d

c d

c d

=D  

未写出的元素全是 0.  

解  按第一行展开 

1 1
2

0

( 1)

0

0 0

2 1

n

a b

a b

a c d

c d

d

n

+= -

-

㊣ ㊣

㊣ ㊣

㊣___________㊣___________㊣

D
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1 2

0

( 1)

0

0 0

2 1

n

a b

a b

b c d

c d

c

n

++ -

-

㊣ ㊣

㊣ ㊣

㊣___________㊣___________㊣

. 

将上式中的两个 2 1n - 阶行列式都按第 2 1n - 行展开 

(2 1) (2 1)
2 ( 1)

2 2

n n
n

a b

a b
ad

c d

c d

n

- + -= -

-

㊣ ㊣

㊣ ㊣

㊣_________㊣_________㊣

D
 

(2 1) 1( 1)

2 2

n

a b

a b
bc

c d

c d

n

- +- -

-

㊣ ㊣

㊣ ㊣

㊣_________㊣_________㊣

 

2( 1)( ) nad bc -= - D . 

以此作为递推公式，且知 

2

a b
ad bc

c d
= = -D . 

所以 
2

2 2 2 2 4

1
2 2( 1)

1
2

( ) ( )

( )

( ) ( ) .

n n n

n
n n

n n

ad bc ad bc

ad bc

ad bc ad bc

- -

-
- -

-

= - = -

= = -

= - = -

…

D D D

D

D

 

例 6  证明 n阶范德蒙（Vandermonde）行列式 

1 2
2 2 2

1 2
1

1 1 1
1 2

1 1 1

n

n n i j
j i n

n n n
n

a a a

a a a a a

a a a- - -

= = -∏

…
…
…

… … … …
…

（ ）
≤ ≤ ≤

D  

其中符号∏表示全体同类因子的连乘积， 
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2 1
1 2

( )i j
j i

a a a a- = -∏ ；
≤ ≤ ≤

 

 3 2 3 1 2 1
1 3

( ) ( ) ( ) ( )i j
j i

a a a a a a a a- = - - -∏ ；
≤ ≤ ≤

 

1

( )i j
j i n

a a-∏
≤ ≤ ≤

是
( 1)

2

n n -
个因子的连乘积.  

证  用数学归纳法. 

当 2n = 时， 

2 2 1
1 21 2

1 1
( )i j

j i

a a a a
a a

= = - -∏
≤ ≤ ≤

D ， 

等式成立.  

假设对 1n - 阶范德蒙行列式等式是成立的，即 

1 2
2 2 2

1 1 2
2

2 2 2
1 2

1 1 1

( )
n

n n i j
j i n

n n n
n

a a a

a a a a a

a a a

-

- - -

= = -∏

…
…
…

… … … …
…

≤ ≤ ≤

D . 

下面证明对 n 阶范德蒙行列式等式也是成立的. 为此，从 nD 的第 n行开始，依次将下面

一行减去上面一行的 1a 倍，得 

2 1 3 1 1

2 2 1 3 3 1 1

2 2 2
2 2 1 3 3 1 1

1 1 1 1

0

0

0

n

n n n

n n n
n n

a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a- - -

- - -
= - - -

- - -

…
…
…

… … … … …
…

（ ） （ ） （ ）

（ ） （ ） （ ）

D . 

再按第一列展开. 并把 11 1a = 的余子式 11M 中各列的公因子提出，就有 

2 3
2 2 2

1 3 1 2 1 2 3

2 2 2
2 3

1 1 1

( ) ( ) ( )
n

n n n

n n n
n

a a a

a a a a a a a a a

a a a- - -

= - - -

…
…

… …
… … … …

…

D . 

等式右端的行列式是 1n - 阶范德蒙行列式，由假设它等于
2

( )i j
j i n

a a-∏
≤ ≤ ≤

，所以 

1 3 1 2 1
2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .n n i j i j
j i n j i n

a a a a a a a a a a= - - - - = -∏ ∏…
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

D  

习题 1.3 

1.计算下列各行列式 

（1）

2 3 2

1 8 2

2 14 3

a

a

a

- - -
- - -

+
； （2）

ab ac ae

bd cd de

bf cf ef

-
-

-
； 
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（3） 2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1

5 8 6 2

5 8 6 2

5 8 6 2

； （4）

4 1 2 4

1 2 0 2

10 5 2 0

0 1 1 7

.  

2.若

1 2 3 4

5 6 7 8

0 0 3

0 0 4 5

x
= 0，求 x的值. 

3.计算下列行列式 

（1）

1

1
n

a

a

= ㊣D ，其中对角线上元素都是 a，未写出的元素都是 0； 

（2） n

a b b

b a b

b b a

=

…
…

… … … …
…

D ； 

（3）

0

1

1 2 1 2

1 0 1

1 0 0

1 0 0 ( 0)

1 0 0

n n

n

a

a

a a a a

a

+ = ≠

…
…
… …

… … … … …
…

， ， ，D . 

第四节  克莱姆法则 

含有 n个未知数 1 2 nx x x…， ， ， 的 n个方程的线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2 .

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…
…

… … … … …
…

，

，
      （1.7） 

称为非齐次线性方程组. 如果 1 2 0nb b b= = = =… ，对应的方程组称为齐次线性方程组，即 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0 .

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…
…

… … … … …
…

，

，
      （1.8） 

对于 n 个未知数 n 个方程的线性方程组，如果满足一定条件，它的解可用行列式表示，

这就是下面的克莱姆法则.  

克莱姆法则  如果线性方程组（1.7）的系数行列式 
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11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

= ≠

…
…

… … … …
…

D ， 

那么，方程组（1.7）有唯一解 

1 2
1 2 .n

nx x x= = =…， ， ，
DD D

D D D
          （1.9） 

其中 

11 1, 1 1 1, 1 1

21 2, 1 2 2, 1 2

1 , 1 , 1

( 1 2 )

j j n

j j n

j

n n j n n j nn

a a b a a

a a b a a
j n

a a b a a

- +

- +

- +

= =

… …
… …

…
… … … … … … …
… …

，， ，D . 

证  首先验证（1.9）确是（1.7）的解，这就是把（1.9）代入（1.7），看能否使每个方程

都变成恒等式.将（1.9）代入第 i个方程左端，有 

1 2
1 2 1 1 2 2

1
( )n

i i in i i in na a a a a a+ + + = + + +… …
DD D

D D D
D D D D

 

将 Dj按第 j列展开，注意到 Dj除去第 j列，其他元素和 D相同，Dj的第 j列元素的代数

余子式就是 D的第 j列元素的代数余子式 1 2j j nj…， ， ，A A A ，再由定理 1.3和定理 1.4，可得第

i个方程的 

1 1 11 2 21 1 1

2 1 12 2 22 2 2

1 1 2 2

1 1 11 2 12 1 2 1 21 2 22

2 1 1 2 2

1
[ ( )

( )

( )]

1
[ ( ) (

) ( )

(

i i i n n

i i i n n

in n n i in n nn

i i in n i i

in n i i i i i in in

n

a b b b b

a b b b b

a b b b b

b a a a b a a

a b a a a

b a

= + + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + +

= + + + + +

+ + + + + + +

+ +

… …

… … …
… …

…

… … …
…

左端 A A A A
D

A A A A

A A A A

A A A A A
D

A A A A

1 1 2 2

1 2

)]

1
[ 0 0 0]

1
( 1 2 )

i n i n in nn

i n

i i

a a

b b b b

b b i n

+ + +

= · + · + + + + ·

= = = =

…

… …

…右端 ，， ，

A A A

D
D

D
D

 

这就验证了（1.9）确是（1.7）的解.  

再证唯一性，设 1 1 2 2 n nx c x c x c= = =…， ， ， 是（1.7）的一个解，只要证明必有 

1 2
1 2

n
nc c c= = =…， ， ，

DD D

D D D
 

即可，为此，将 1 1 2 2 n nx c x c x c= = =…， ， ， 代入（1.7），（1.7）变成了 n个恒等式 

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2 .

j j n n

j j n n

n n nj j nn n n

a c a c a c a c b

a c a c a c a c b

a c a c a c a c b

+ + + + + =㊣
|

+ + + + + =|
㊣
|
| + + + + + =㊣

… …

… …

…
… …

，

，
    （1.10） 
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再用 D的第 j列元素的代数余子式 1 2j j nj…， ， ，A A A 依次乘（1.10）各式两边，得 

11 1 1 12 1 2 1 1 1 1 1 1

21 2 1 22 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 .

j j j j j n j n j

j j j j j n j n j

n nj n nj nj nj j nn nj n n nj

a c a c a c a c b

a c a c a c a c b

a c a c a c a c b

+ + + + + =㊣
|

+ + + + + =|
㊣
|
| + + + + + =㊣

… …

… …

…
… …

，

，

A A A A A

A A A A A

A A A A A

 

将这 n个等式两边分别相加，有 

1 11 1 21 2 1 2 12 1 22 2 2j j n nj j j n njc a a a c a a a+ + + + + + + + +… … …（ ） （ ）A A A A A A  

1 1 2 2 1 1 2 2j j j j j nj nj n n j n j nn njc a a a c a a a+ + + + + + + +… … …（ ） （ ）A A A A A A  

1 1 2 2j j n njb b b= + + +…A A A  

 根据定理 1.3和定理 1.4及 jD 的结构，就得 

1 20 0 0j n jc c c c· + · + + · + + · =… …D D  

而 0≠D ，所以 

( 1 2 )j
jc j n= = …，， ，

D

D
. 

显然对于齐次方程组（1.8），当系数行列式 0≠D 时，只有零解. 因而，若齐次线性方程

组（1.8）有非零解，则它的系数行列式必为零. 关于线性方程组的相关内容将在第三章详细

讨论.  

用克莱姆法则解线性方程组不是件容易的事，因为计算行列式本身就很麻烦，再者，它

要求方程的个数和未知数个数相等，且系数行列式 0≠D . 但是，克莱姆法则在理论上有重要

作用.  

例 1  用克莱姆法则解线性方程组 

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 5 8

3 6 9

2 2 5

4 7 6 0

x x x x

x x x

x x x

x x x x

+ - + =㊣
| - - =|
㊣ - + = -|
| + - + =㊣

 

解  因为 

2 1 5 1

1 3 0 6

0 2 1 2

1 4 7 6

-
- -

=
-
-

D

0 7 5 13

1 3 0 6

0 2 1 2

0 7 7 12

-
- -

-
-

 

  2 1

7 5 13

1 ( 1) 2 1 2

7 7 12

+

-
= × - -

-

3 5 3

0 1 0

7 7 2

- -
-

- - -
 

2 2 3 3
( 1) ( 1)

7 2
+ -

= - - -
- -

=27≠0 

可知方程组有唯一解，又因 
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1

8 1 5 1

9 3 0 6
81

5 2 1 2

0 4 7 6

-
- -

= =
- -

-

D  

 2

2 8 5 1

1 9 0 6
108

0 5 1 2

1 0 7 6

-
-

= = -
- -

-

D  

3

2 1 8 1

1 3 9 6
27

0 2 5 2

1 4 0 6

- -
= = -

-
D  

1

8 1 5 1

9 3 0 6
81

5 2 1 2

0 4 7 6

-
- -

= =
- -

-

D  

所以 

31 2 4
1 2 3 43 4 1 1.x x x x= = = = - = = - = =， ， ，

DD D D

D D D D
 

例 2  当λ取何值时，齐次方程组 
(5 ) 2 2 0

2 (6 ) 0

2 (4 ) 0

x y z

x y

x z

λ
λ
λ

- + + =㊣
| + - =㊣
| + - =㊣

 

有非零解？ 

解  由克莱姆法则知，题给方程组的系数行列式 0≠D 时，方程组只有零解，要使方程组

有非零解，必须使 0=D ，而 
5 2 2

2 6 0

2 0 4

2 2 5 2
2 (4 )

6 0 2 6

2 2(6 ) (4 )[(5 )(6 ) 4]

(5 )(8 )(2 )

λ
λ

λ

λ
λ

λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ

-
= -

-

-
= + -

- -

= - × - + - - - -
= - - -

D

 

所以，当 5λ = ，或 8λ = ，或 2λ = 时，该齐次方程组有非零解.  

习题 1.4 

1.用克莱姆法则解线性方程组 
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1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 6

7 5

3 5 5 3 19

2 4

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

- + - = -㊣
| + + - =|
㊣ + - + =|
| - - + =㊣

 

2.当λ为何值，齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 2 4 0

2 (3 ) 0

(1 ) 0

x x x

x x x

x x x

λ
λ

λ

- + + =㊣
| + - + =㊣
| + + - =㊣

 

有非零解？当λ取何值时，它只有零解？ 

3.用克莱姆法则解方程组 

x y z t a

x y z t b

x y z t c

x y z t d

- + + + =㊣
| - + + =|
㊣ + - + =|
| + + - =㊣

 

第五节  向量及行列式在运动学、牛顿力学中的应用 

量之间的线性关系，是线性代数这门课程研究的主要内容. 而线性代数中的关于向量的内

容、方法，也是广泛地被应用于多种学科的研究中. 大家熟知的物理学课程，特别是运动学、

牛顿力学的内容中，矢量、矢量间的运算、矢量间的线性关系等更是重要的数学工具. 行列式

的表述、行列式的运算，也是其数学工具之一. 本节介绍的内容，具体地体现了线性代数方法

应用的一个方面.  

为了描述物体在空间中的位置，并将其量化表示，空间直角坐标系 o xyz- 应运而生. 

物理学中，在特定的坐标系 o xyz- 中，质点 ( )P x y z， ， 对应的位置矢量 OP=
___→

r 表示为

x y z= + +r i j k 式中 ，，i j k分别为沿 x y z， ， 轴的单位矢量，引入时间变量 t后，质点位置矢量

r随时间变化而改变， 
( ) ( ) ( ) ( )t x t y t z t= + +r i j k . 

质点的运动轨迹，引入矢量后，质点从 t时到 t t+ Δ 时刻的位移为 
( ) ( )t t tΔ = + Δ -r r r . 

一、质点运动的速度 

质点运动的平均速度
t

Δ
=

Δ
r

v ，其不仅包含运动速度的大小，还有运动的方向.  

质点在 t时刻的瞬时速度 

0

d
lim

dt t tΔ →

Δ
= =

Δ
r r

v  

d d d d

d d d d

x y z

t t t t
= = + +

r
v i j k  

v沿三个坐标轴的投影为 



 

 

24

d d d

d d dx y z

x y z
v v v

t t t
= = =， ，  

运动速度 v的大小为 2 2 2
x y zv v v v= + + ，其方向由三个方向余弦 

cos cos cosyx z
vv v

v v v
α β γ= = =， ，  

确定. 

二、质点运动的加速度 

平均加速度
t

Δ
=

Δ
v

a ，瞬时加速度，即加速度 

2

20

d d
lim

d dt t t tΔ →

Δ
= = =

Δ
v v r

a  

x y za a a= + +a i j k  

其中， 
2 2 2

2 2 2

dd dd d d

d d d d d d
yx z

x y z

vv vx y z
a a a

t t t t t t
= = = = = =， ，  

分别为加速度在 , ,x y z轴上的投影，加速度大小为 

2 2 2
x y za a a a= + +  

方向余弦为 

cos cos cosyx z
aa a

a a a
α β γ= = =， ， . 

三、叠加运动方程 

抛体运动中，质点在任一时刻的位置矢量为 

2
0

1

2
t gt= +r v  

质点在任一时刻的速度为 

0 gt= +v v . 

四、牛顿运动定律 

1.牛顿第一定律（即惯性定律） 

任何物体都保持静止或匀速直线运动状态，直到其他物体所作用的力迫使它改变这种状

态为止. 其数学表达式为 

0=F 时，v为常矢量. 

2.牛顿第二定律 

物体受到作用力时，它所获得的加速度 a 的大小与物体所受的合外力的大小成正比，与

物体的质量成反比，加速度 a的方向与合外力 F的方向相同. 其数学表达式为 

km=F a  

比例系数 k与力、质量和加速度的单位有关，m为物体的质量. 

x y zF F F= + +F i j k  
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d

d
x

x x

v
F ma m

t
= =  

d

d
y

y y

v
F ma m

t
= =  

d

d
z

z z

v
F ma m

t
= =  

3.牛顿第三定律 

当物体 A的力 F1作用于物体 B时，物体 B也必定以力 F2作用于物体 A，F1和 F2总是大

小相等、方向相反，作用在一条直线上. 其数学表达式为 

F1=-F2. 

五、物体运动转动定理 

物体做定轴转动时，物体对转轴的转动惯量与角加速度的乘积等于物体所受外力的合力

矩. 其数学表达式为 

α=M J  

其中，J为转动惯量，α为角加速度，M为合外力矩. 

高中物理学中，关于力 F，力臂 r，力矩M的关系中，有如下的

讨论（图 1-2）. 

转轴Oz正垂直于平行面π，力臂 op=
__→

r 在平面内，力 F作用于

P点，F在平面π内，F与 r的交角为φ . 此时，按转动定理，转动

力矩 

= × =M r F rF  

M的正方向按右手螺旋定则确定，它的大小为 
sinφ=M Fr  

以上，是大家在高中课本中所熟知的. 

特别地，记 
( )x y zr ,r ,r=r  

( , , )x y zF F F=F  

可用行列式计算力矩M， 

( ) ( ) ( )

x y z

x y z

y z x yx z

y z x yx z

y z z y z x x z x y y x

i j k

r r r

F F F

r r r rr r
i j k

F F F FF F

r F r F i r F r F j r F r F k

= =

= - +

= - + - + -

M rF

 

以上结果，由于线性代数方法的引入，力矩 M 的方向性、数量大小更加数学化，与矢量

叉乘的数学运算规则完全一致. 

 
图 1-2 
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第一章自测题 

一、单项选择题 

1.当 a =（    ）时，行列式

1 2

0 5 1 0

3 3 6

a-
=

- -
. 

A. 1-          B.1           C.2          D.0 

2.如果行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a d

a a a

= ，则

31 32 33

21 22 23

11 12 13

3 3 3

2 2 2

a a a

a a a

a a a

=
- - -

（    ）. 

A. 6d-        B. 6d         C. 4d        D. 4d-  

3.行列式

0 0 0 1 0

0 0 2 0 0

0 3 0 0 0

4 0 0 0 0

0 0 0 0 5

=（    ）. 

A.5!        B.-5!        C.4!        D.-4! 

4.当 x =（    ）时，行列式

1 1 2

0 5 0

3 3 6

x

-
=

- -
.  

A.5        B.-5        C.4        D.任意实数 

5.已知
11 12 13

21 22 23

31 32 33

2

a a a

a a a

a a a

= - ，则
11 31 21 13

12 32 22 23

13 33 23 33

3 2

3 2

3 2

a a a a

a a a a

a a a a

-
- =
-

（    ）. 

A.18        B.-18        C.12      D. 12-  

6.已知m阶行列式 2A = ， n阶行列式 2B = - ，则m n+ 阶行列式
0

0

A

B
=（    ）. 

A.0        B.-1        C.4       D.-4 

7.下列论断错误的是（    ）. 

A.行列式 A的元素 ija 的代数余子式等于其余子式乘以 ( 1)i j+- . 

B.将行列式 A的第一行元素乘以 2，第二行元素乘以
1

2
，行列式值不变. 

C.行列式转置后的值等于原行列式值的相反数. 

D.将行列式的第一行和第二行对换，再将行列式的第一列与第二列对换，其值不变. 

8.λ ≠（   ）时，下列方程组只有零解. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

2 0

3 0

x x x

x x x

x x x

λ + + =㊣
| + + =㊣
| - + =㊣
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A.1        B.2         C.3        D.4 

9.已知四阶行列式 D中的第三列元素依次为-1、2、0、1，它们的余子式分别为 5、3、

-7、4，则 D的值等于（   ）. 

A. 15-         B.15         C.0        D.1 

10.下列行列式中 x的系数为（  ）. 

1 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

x-
- -

- -
- -

 

A.1          B.-1         C.4         D.-4 

二、判断题 

1.两个行列式相等，则它们的阶一定相等.（  ） 

2.若 n阶行列式中等于零的元素比 2n n- 多，则此行列式等于零.（  ） 

3.若行列式的主对角线上的元素全为零，则行列式一定等于零.（  ） 

4.若行列式中有一行（列）的所有元素都是零，则行列式等于零.（  ） 

三、解答题 

1.按自然数从小到大的排列为标准排列次序，求下列各排列的逆序数 

（1）315462；（2）518694237；（3） ( 1)( 2) 321 .n n n- - …  

2.计算下列各行列式 

（1）
e e 1

e 1 e

x y x

x x y

+

-

-
+

；  （2）

x y z

z x y

y z x
； 

（3）
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

a b b c c a

a b b c c a

a b b c c a

- - -
- - -
- - -

； 

（4）

3 1 0 1

1 3 1 0

0 1 3 1

1 0 1 3

a

a

a

a

- -
- -

- -
- -

. 

3.证明下列等式 

3 3( )

ax by ay bz az bx x y z

ay bz az bx ax by a b y z x

az bx ax by ay bz z x y

+ + +
+ + + = +
+ + +

； 

4.计算下列各 n阶行列式 

（1）

x a a a

a x a a

a a x a

a a a x

…
…
…

… … … … …
…

； （2）

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

a

a

a

a

…
…
…

… … … … … …
…

. 
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5.设
1 2 1

2 2 2 2
1 2 1

1 1 1 1
1 2 1

1 1 1 1

( ) n

n
n n n n

n

x a a a
F x

x a a a

x a a a

-

-
- - - -

-

=

…
…
…
…

，其中 1 2 1na a a -…， ， ， 是互不相同的数. 

试说明 ( )F x 是 x的 1n - 次多项式，并求出方程 ( ) 0F x = 的全部根. 

6.用克莱姆法则解方程组 

1 2

1 2 3

2 3 4

3 4 5

4 5

5 6 1

5 6 2

5 6 2

5 6 2

5 4

x x

x x x

x x x

x x x

x x

+ =㊣
| + + = -|| + + =㊣
| + + = -|
| + = -㊣

 

7.设 4

1 5 7 8

1 1 1 1

2 0 9 6

3 4 3 7

-

=
-

-

D ， ijA 是 ija 的代数余子式（ 1 2 3 4i j =， ，，， ），试证 

41 42 43 44 0+ + + =A A A A . 

8.当 ,λ μ取何值时，齐次方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

2 0

x x x

x x x

x x x

λ
μ
μ

+ + =㊣
| + + =㊣
| + + =㊣

 

有非零解？ 



 
矩阵是代数特别是线性代数主要的研究对象，作为一种重要的数学工具，广泛应用于自

然科学的各个分支及经济分析、经济管理等许多领域.本章主要介绍矩阵的概念及特殊矩阵，

矩阵的运算及其性质，矩阵的初等变换，逆矩阵存在的条件及其性质，矩阵的秩等内容. 

第一节  矩阵的概念 

一、矩阵的概念 

引例 1  方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1

2 3

4 4 3 2 10

2 2 11 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

- - + =㊣
| - + - =|
㊣ - - - =|
| - - + =㊣

 

是否有解？如果有解，到底有多少个解，解是什么等问题，完全取决于方程组中未知量系数

及常数项，按方程组的顺序可以组成一个 4行 5列的矩形数表如下. 

1 1 3 1 1

1 1 2 1 3

4 4 3 2 10

2 2 11 4 0

- -「 ㊣
| |- -| |
| |- -
| |

- -㊣ 」

 

引例 2  假设甲、乙、丙、丁 4名学生 3门课程的期末成绩如表 2-1所示. 

表 2-1  期末成绩 

                     课程 

学生         
数学 语文 英语 

甲 90 80 95 

乙 80 75 70 

丙 95 90 96 

丁 70 80 78 

 
更简单地，将这个表也可以写成矩形数表的形式 
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90 80 95

80 75 70

95 90 96

70 80 78

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

 

像上述两例中的这种矩形数表在数学上被称为矩阵. 
定义 2.1  由m n× 个数 12 1 2ija i m j n= =… …（ ， ， ； ，， ，）排成的m行 n列的数表（用方括

号或圆括号表示），即 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A 或

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ ㊣

…
…

… … … …
…

A  

称为m行 n列矩阵，简称m n× 矩阵. 这些m n× 个数称为矩阵 A的元素， ija 称为矩阵 A的第 i

行第 j列元素. 一般用大写的拉丁字母 A（或(aij)），B，C…表示一个矩阵. 为了表明矩阵的行

数和列数，也可写成 m n×A 或 ( )ij m na × . 

引例 1中的数表是 4×5的矩阵， 31 3a = ；引例 2中的数表是 4×3的矩阵， 23 70a = . 

若 ( )ija=A ， ( )ijb=B 都是m n× 矩阵，且它们的对应元素相等即 

12 1 2ij ija b i m j n= = =… …（ ， ， ； ，， ，）， 

则称矩阵 A与矩阵 B相等，记作 =A B .  

下面介绍几种特殊矩阵.  

1.若矩阵的所有元素都是零，则称矩阵为零矩阵，记作 0，即 

0 0 0

0 0 0

0 0 0
m n×

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

0  

2.当 1m = 时，矩阵只有一行 

[ ]11 12 1na a a= …A ， 

称 A为行矩阵.  

3.当 1n = 时，矩阵只有一列 

11

21

1m

a

a

a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
A ， 

称 A为列矩阵.  

4.当m n= 时， 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A ， 
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称 A为 n阶方阵.  

5.当 1m n= = 时， 
( )a a= =A 或 a= [ ]A ， 

称 A为一阶方阵.  

6.形如 

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a

a a

a

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

 

的 n阶方阵称为上三角形矩阵.  

7.形如 

11

21 22

1 2

0 0

0

n n nn

a

a a

a a a

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

 

的 n阶方阵称为下三角形矩阵.  

8.形如 

1

2

0 0

0 0

0 0 0

0 0 n

λ
λ

λ

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

…
…
…
…

 

的 n阶方阵称为 n阶对角形矩阵.  

当 1 2 1nλ λ λ= = = =… 时，即 

1

1

1

n

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
E  

称为 n阶单位矩阵，简记作 E（或 I）.  

二、矩阵与线性变换 

在许多问题中（如平面解析几何中的坐标轴平移变换），会遇到一些变量要用另外一些变

量线性表示. 设变量 1 2 my y y…， ， ， 能用变量 1 2 nx x x…， ， ， 线性表示，即 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m mn n

y a x a x a x

y a x a x a x

y a x a x a x

= + + +㊣
| = + + +|
㊣
|
| = + + +㊣

…
…

…
…

          （2.1） 

其中 ija 是常数（ 1 2 1 2i m j n= =… …，， ， ； ，， ， ）. 式（2.1）称为从变量 1 2 nx x x…， ， ， 到变量

1 2 my y y…， ， ， 的线性变换.  

线性变换式（2.1）的系数所构成的矩阵 
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11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A  

称为系数矩阵. 很明显，给定了线性变换式（2.1），它的系数矩阵是唯一确定的；反之，如果

给出一个矩阵作为线性变换的系数矩阵，则线性变换也就唯一被确定. 在这个意义上，线性变

换和矩阵之间存在着一一对应的关系，因此可以用矩阵来研究线性变换.  

例 1  线性变换

1 1

2 2

n n

y x

y x

y x

=㊣
| =|
㊣
|
| =㊣

…

，

，
 称为恒等变换，它对应的矩阵 

1

1

1

n

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
E  

是一个 n阶单位矩阵.  

例 2  线性变换

1 1 1

2 2 2

n n n

y x

y x

y x

λ
λ

λ

=㊣
| =|
㊣
|
| =㊣

…  对应于 n阶方阵 

1

2

n

λ
λ

λ

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
Λ ， 

这个方阵的特点是，不在主对角线上的元素都是零，这种方阵称为对角阵.  

习题 2.1 

1.设线性变换 

1 11 1 12 2 1

2 22 2 2

n n

n n

m mn n

y a x a x a x

y a x a x

y a x

= + + +㊣
| = + +|
㊣
|
| =㊣

…
…

…
 

试写出该变换对应的系数矩阵.  

2.已知线性变换
1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

3 2 3

2 2

3 5

x y y y

x y y y

x y y y

= + +㊣
| = + +㊣
| = + +㊣

 

求从变量 1 2 3x x x， ， 到变量 1 2 3y y y， ， 的线性变换及相对应的系数矩阵.  

3.若已知对角阵 
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1

2

n

λ
λ

λ

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
Λ  

试写出它所对应的线性变换.  

4.若已知矩阵 

11

21

1m

a

a

a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
A  

试写出它所对应的线性变换.  

第二节  矩阵的运算 

一、矩阵的加法 

矩阵的各种运算，都是从实际问题中抽象出来的. 例如，在第一节引例 2中，设期末成绩

矩阵为 A，如果知道该 4名同学期中成绩矩阵为 

94 90 97

83 85 76

98 95 97

60 70 72

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

B  

则每个学生的总成绩表示为 

+ =A B

90 80 95

80 75 70

95 90 96

70 80 78

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

+

94 90 97

83 85 76

98 95 97

60 70 72

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

=

184 170 192

163 160 146

193 185 193

130 150 160

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

 

定义 2.2  设有两个m n× 矩阵 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

,

n n

n n

m m mn m m mn

a a a b b b

a a a b b b

a a a b b b

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |= =
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

… …
… …

… … … … … … … …
… …

A B ， 

则矩阵 

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

+ + +「 ㊣
| |+ + +| |=
| |
| |
+ + +㊣ 」

…
…

… … … …
…

C  

称为矩阵 A与 B的和，记作 = +C A B .  
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平面几何中坐标平移变换公式 

0

0

x x x

y y y

′= +㊣
㊣ ′= +㊣

 

可以用矩阵相加表示 

0

0

xx x

y y y

′ 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
= + | || | | |′㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

. 

两个矩阵必须在行数与列数分别相等的情况下才能相加，矩阵的加法满足如下运算规律. 

（1）交换律 + = +A B B A； 

（2）结合律 + + = + + ）（ ） （A B C A B C .  

显然， 0 0+ = + =A A A .  

我们称矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

- - -「 ㊣
| |- - -| |
| |
| |
- - -㊣ 」

…
…

… … … …
…

 

为矩阵 A的负矩阵，记作-A.  

因此，可利用负矩阵定义矩阵的减法 

.- = + -( )A B A B  

显然， ( ) ( ) 0+ - = - + =A A A A . 

因此， 0- = =与A B A B是等价的. 

二、数与矩阵的乘法 

定义 2.3  设 k是一个数，A是一个m n× 矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A  

称矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

ka ka ka

ka ka ka

ka ka ka

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

 

为数 k与矩阵 A的乘积，记作 kA或 Ak，即 

ij m nk k ka ×= =（ ）A A . 

数与矩阵的乘法满足如下运算规律（ k l λ，， 为数）. 

（1）分配律  k l k l+ = +（ ）A A A； 

（2）结合律  kl k l l k= =（ ） （ ） （ ）A A A ； 

（3）1 =A A， 1- = -（ ）A A； 

（4）若 0k =A ， 0k = 或 A=0. 
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例 1  设 
3 1 2 0 7 5 2 4

1 5 7 9 5 1 9 7

2 4 6 8 3 2 1 6

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= =| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

， ，A B  

且 A+2X=B，求 X. 

解  

4 6 4 4
1 1

4 4 2 2
2 2

1 2 7 2

-「 ㊣
| |= - = - -| |
| |- - -㊣ 」

（ ）X B A

2 3 2 2

2 2 1 1

1 7
1 1

2 2

「 ㊣
| |-
| |
= - -| |
| |

- - -| |
㊣ 」

. 

三、矩阵的乘法 

某校明后两年计划建造教学楼与宿舍楼，建筑面积（单位：100m2
）及材料耗用量的矩阵

为 

 
20 10

30 20

「 ㊣
= | |
㊣ 」

A  

材料（每 100m2
建筑面积）的平均耗用量的矩阵为 

 
2 18 0.4

1.5 15 0.5

「 ㊣
= | |
㊣ 」

B  

因此，明后两年三种建筑材料的耗用量的矩阵为 

 
20 2 10 1.5     20 18 10 1.5     20 0.4 10 0.5

30 2 20 1.5     30 18 20 15     30 0.4 20 0.5

× + × × + × × + ×「 ㊣
= | |× + × × + × × + ×㊣ 」

C  

那么，矩阵 C称为矩阵 A与 B的乘积. 

定义 2.4  设 A=(aij)是一个m s× 矩阵，B=(bij)是一个 s n× 矩阵，即 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

s n

s n

m m ms s s sn

a a a b b b

a a a b b b

a a a b b b

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |= =
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

… …
… …

… … … … … … … …
… …

，A B ， 

称矩阵 C=(cij)m×n为矩阵 A与 B的乘积，其中 

1 1 2 2
1

( 1 2 1 2 ).

s

ij i j i j is sj ik kj
k

c a b a b a b a b

i m j n
=

= + + + =

= =

∑…

… …

，

，， ， ； ，， ，

 

记为 C=AB.  

根据矩阵乘法的定义，只有当左边矩阵 A的列数与右边矩阵 B的行数相等时才能相乘，

且乘积矩阵 C的行数等于 A的行数，C的列数等于 B的列数，即 m s s n m n× × ×=A B C ，称 C为矩

阵 A左乘 B（或 B右乘 A）的积. 

教学楼 

宿舍楼 

教学楼   宿舍楼 

钢材   水泥    铝材

钢材                   水泥                 铝材 

明年 

后年 
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例 2  设 
1 3

2 1 1
2 1

3 1 2
5 0

「 ㊣
- -「 ㊣| |= - = | || | -㊣ 」| |-㊣ 」

，A B ，求 AB. 

解 
1 2 3 3 1 ( 1) 3 1 1 ( 1) 3 ( 2)

2 2 ( 1) 3 2 ( 1) ( 1) 1 2 ( 1) ( 1) ( 2)

( 5) 2 0 3 ( 5) ( 1) 0 1 ( 5) ( 1) 0 ( 2)

× + × × - + × × - + × -「 ㊣
| |= × + - × × - + - × × - + - × -| |
| |- × + × - × - + × - × - + × -㊣ 」

AB

11 2 7

1 3 0

10 5 5

-「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

. 

在线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…
…
…
…

     （2.2） 

中，若令 

1 111 12 1

21 22 2 2 2

1 2

n

n

m m mn n m

x ba a a

a a a x b

a a a x b

「 ㊣ 「 ㊣「 ㊣
| | | || |
| | | || |= = =
| | | || |
| | | || |

㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

…
…

… … … … ︙ ︙
…

， ， ，A X B  

则方程组（2.2）可表示为矩阵形式 AX=B，称 A为方程组的系数矩阵.  

平面解析几何中，坐标旋转变换公式 

cos sin

sin cos

x x y

y x y

θ θ
θ θ

′ ′= -㊣
㊣ ′ ′= +㊣

 

可表示为矩阵形式 

cos sin

sin cos

x x

y y

θ θ
θ θ

′-「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
=| | | | | |′㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

 

例 3  设 

[ ]

1

2
1 2 n

n

y

y
x x x

y

「 ㊣
| |
| |= =
| |
| |
㊣ 」

…
︙

， ，A B  

求乘积 AB与 BA. 

解 

[ ]
1

2
1 2 1 1 2 2n n n

n

y

y
x x x x y x y x y

y

「 ㊣
| |
| |= = + + +
| |
| |
㊣ 」

… …
︙

AB  
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[ ]
1 1 1 1 2 1

2 2 1 2 2 2
1 2

1 2

n

n
n

n n n n n

y y x y x y x

y y x y x y x
x x x

y y x y x y x

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |= =
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

…
…

…
︙ … … … …

…

BA  

此例说明，在一般情况下，矩阵的乘法不满足交换律，即 ≠AB BA .  

1.对于矩阵的乘法还应指出 

（1）若 =AB 0，一般不能推出 =A 0或 =B 0 . 例如 

1 0 0 0

1 0 0 1

「 ㊣ 「 ㊣
= ≠ =| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

，A 0 B ， 

而 

0 0
.

0 0

「 ㊣
= | |
㊣ 」

AB  

（2）由（1）可知，在等式 AC=AB中，当 0≠A 时，一般不会推出 B=C，例如
1 0

1 0

「 ㊣
= | |
㊣ 」

A ，

0 0 0 0

0 1 1 0

「 ㊣ 「 ㊣
= =| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

，B C ，虽有 AB=AC，但 ≠B C .  

2.矩阵的乘法满足下列运算规律（假设运算都是可行的） 

（1）结合律  ( ) ( )=AB C A BC ； 

（2）分配律  ( )+ = +A B C AC BC， ( )+ = +C A B CA CB； 

（3） ( ) ( ) ( )k k k= =AB A B A B （k为任意的数）. 

对于单位矩阵 E，容易验证 

m m n m n m n n m n× × × ×= =，E A A A E A  

或简写成 

EA=AE=A 

有了矩阵的乘法，就可以定义 n阶方阵的幂，设 A是 n阶方阵， k是自然数，定义 
1 .k

k

= = =… …㊣___㊣___㊣， ，A A A AA A AA A2 ,  

这就是说 Ak
就是 k个 A连乘. 方阵的幂满足以下运算规律 

( )k l k l k l kl+= =，A A A A A ， 

其中 k l， 为自然数. 因为矩阵乘法一般不满足交换律，所以对于两个 n阶方阵 A与 B，一般说

来 ( ) .k k k≠AB A B  

四、矩阵的转置 

定义 2.5  设 A是一个m n× 矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A ， 

把矩阵 A的行与列互换，得到一个 n m× 矩阵，称为矩阵 A的转置矩阵，记为 AT
或 ′A ，即 
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11 21 1

12 22 2T

1 2

m

m

n n mn

a a a

a a a

a a a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A . 

例如，设 

2 5 6 7

1 3 4 8

「 ㊣
= | |
㊣ 」

A  

则  

T

2 1

5 3

6 4

7 8

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

A  

1.矩阵的转置满足如下运算规律 

（1） T T( ) =A A； 

（2） T T T( )+ = +A B A B ； 

（3） T T( )k k=A A ； 

（4） T T T( ) =AB B A . 

证（1）（2）（3）显然成立，现证（4）成立.  

设 ( ) ( )ij m s ij s na b× ×= =，A B ， T（ ）AB 是一个 n m× 矩阵，而 T（ ）AB 的第 i行第 j列的元素 ijc 就

是矩阵 AB的第 j行第 i列的元素，即 

1

( 1 2 1 2 ).
s

ij jk ki
k

c a b i n j m
=

= = =∑ … …， ，， ，； ，， ，  

又知， T TB A 是一个 n m× 的矩阵， T TB A 的第 i行第 j列的元素 ijd 等于 BT
的第 i行与 AT

的第 j列对应元素乘积之和，因而 ijd 等于 B的第 i列与 A的第 j行对应元素的乘积之和，即 

1

( 1 2 1 2 ).
s

ij jk ki
k

d a b i n j m
=

= = =∑ … …， ，， ，； ，， ，  

由此可知，(AB)T
与 BTAT

同为 n m× 矩阵，且其对应元素都相等，因而 T T T( ) =AB B A .  

2.对称矩阵和反对称矩阵 

（1）设 A为 n阶方阵，满足 T =A A，即 ( 1 2 )ij jia a i j n= = …， ，， ， ，称 A为对称矩阵. 显

然，对称矩阵 A的元素关于主对角线是对称相等的，如 
1 1 2

1 2
1 0 3

2 1
2 3 1

- -「 ㊣
「 ㊣ | |-| | | |-㊣ 」 | |-㊣ 」

，  

均为对称矩阵.  

例 4  设 A与 B是两个 n阶对称矩阵，证明：等式 AB=BA成立的充要条件是 AB为对称

矩阵.  

证  必要性  因 A与 B为两个 n阶对称矩阵，所以 AB与 BA皆为 n阶方阵，又因 T =A A，
T =B B . 所以当 AB=BA时，则有 



 

 

39

T T T( ) = = =AB B A BA AB， 

这表明 AB是对称矩阵， 
T T T( )= = =AB AB B A BA  

成立.  

（2）设 A为 n阶方阵，满足 T = -A A，即 ( 1 2ij jia a i j= - =， ，， )n…， ，则称 A为反对称

矩阵. 显然，反对称矩阵 A的主对角上的元素均为零.  

例如 
0 1 2

0 1
1 0 3

1 0
2 3 0

- -「 ㊣
「 ㊣ | |
| | | |-㊣ 」 | |-㊣ 」

，  

均为反对称矩阵.  

五、共轭矩阵 

当 ija=（ ）A 为复矩阵时， ija 表示 ija 的共轭复数，记 ( )ija=A ， A称为 A的共轭矩阵.  

显然，当 ija 为实数时，则有 =A A .  

共轭矩阵满足如下运算规律（设 A，B为复矩阵，λ为复数，且运算都是可行的）： 

（1） = +A + B A B；（2）λ λ=A A；（3） =AB A B . 

习题 2.2 

1.设 
1 1 1 1 2 3

1 1 1 1 2 4

1 1 1 0 5 1

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= - = - -| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

， ，A B  

求3 2-AB A及 TA B .  

2.求下列乘积 

（1）

4 3 1 7

1 2 3 2

5 7 0 1

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |-| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

；    （2） [ ]
1

2

3

321

|
|
|

」

㊣

|
|
|

㊣

「

； 

（3） [ ]21

3

1

2

-
|
|
|

」

㊣

|
|
|

㊣

「

；        （4）
n

|
」

㊣
|
㊣

「
10

11
. 

3.设
1 2 1 0

1 3 1 2

「 ㊣ 「 ㊣
= =| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

，A B ，问 

（1） =AB BA吗？ 

（2） 2 2 22+ = + +（ ）A B A AB B 吗？ 

（3） 2 2(+ - = -（ ） ）A B A B A B 吗？ 

4.举反例说明下列命题是错误的 

（1）若 2 0=A ，则 0=A ； 
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（2）若 2 =A A，则 0=A 或 =A E； 

（3）若 =AX AY ，且 0≠A ，则 =X Y .  

5.设 

1 1

2 2

n n

a b

a b

a b

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |= =
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

㊣ ㊣
， ，A  B  

求 AB.  

6.设 
1 0

0 1

0 0

λ
λ
λ

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A ， 

求 kA . 

7.求证 

cos sin cos sin
.

sin cos sin cos

n
n n

n n

θ θ θ θ
θ θ θ θ
- -「 ㊣ 「 ㊣

=| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

 

8.设 A，B为 n阶方阵，且 A为对称矩阵，证明 TB AB也是对称矩阵.  

9.如果矩阵 =AB BA，则称 B与 A可交换，设
1 1

0 1

「 ㊣
= | |
㊣ 」

A ，求所有与 A可交换的矩阵.  

10.对于任意的 n阶方阵 A，证明 

（1） T+A A 是对称矩阵， T-A A 是反对称矩阵； 

（2）A必可表示成一个对称矩阵与一个反对称矩阵的和.  

11.设线性变换 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m mn n

z a y a y a y

z a y a y a y

z a y a y a y

= + + +㊣
| = + + +|
㊣
|
| = + + +㊣

…
…

…
…

 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

s s

s s

n n n ns s

y b x b x b x

y b x b x b x

y b x b x b x

= + + +㊣
| = + + +|
㊣
|
| = + + +㊣

…
…

…
…

 

试用矩阵乘积的形式表示由变量 1 2 sx x x…， ， 到变量 1 2 mz z z…， ， 的线性变换.  

第三节  矩阵的初等变换 

定义 2.6  下面三种变换称为矩阵的初等行变换 

（1）对调两行（对调 i j， 两行，记作 i jr r↔ ）； 

（2）用数 0k ≠ 乘矩阵的某一行中的所有元素（第 i行乘 k，记作 ir k× ）； 
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（3）用数 k乘矩阵的某一行的所有元素加到另一行的对应元素上去（第 j行的 k倍加到第

i行上，记作 i jr kr+ ）.  

把定义中的“行”换成“列”，就是矩阵的初等列变换的定义（所用记号是把 r换成 c）. 矩

阵的初等行变换和初等列变换统称为初等变换.  

矩阵 A经过有限次初等变换变成矩阵 B，就称矩阵 A与 B等价，记作 A～B.  

显然，三种初等变换都是可逆的，且其逆变换是同一类型的初等变换，变换 i jr r↔ 的逆

变换就是其本身；变换 ir k× 的逆变换为
1

ir k
㊣ ㊣× | |
㊣ ㊣
；变换 i jr kr+ 的逆变换为 ( )i jr k r+ - .  

定义 2.7  对单位矩阵 E施行一次初等变换得到的矩阵，称为初等矩阵. 三种初等变换对

应着三种初等矩阵.  

（1）对调两行（两列），例如对调 E中第 i j， 两行（ i jr r↔ ），得初等矩阵 

1

1

0 1

( )

1 0

1

1

i

j

i j

i j

←

←

↑ ↑

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
| |
| |=
| |
| |
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

㊣

…
︙ ㊣ ︙
…

㊣

第行

第 行

第列 第列

，E

    

（2.3）

 

（2）用数 0k ≠ 乘某行（某列），例如用 0k ≠ 乘 E的第 i行( ir k× )，得初等矩阵 

1

1

( ( ))

1

i

i

i k

k ←

↑

「 ㊣
| |
| |
| |
| |= | |
| |
| |
| |
| |㊣ 」

㊣

㊣

㊣
第行

第列

E

    

（2.4）

 

（3）用数 k乘某行（列）加到另一行（列）上去，例如用数 k乘 E的第 j行加到第 i行上

（ i jr kr+ ），得初等矩阵 
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1

1

0
( ( ) )

1

1

i

j

i j

k
j k i

←

←

↑ ↑

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
| |= | |
| |
| |
| |
| |
| |㊣ 」

㊣

…
㊣ ︙

㊣

第行

第 行

第列 第列

，E

      

（2.5）

 

容易验证，初等矩阵具有下面特性. 用m阶初等矩阵 ( , )m i jE 左乘 ( )ij m na ×=A ，得 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

         

              

         

( )             

         

            

         

n

j j jn

m

i i in

m m mn

a a a

a a a j

i j

a a a i

a a a

㊣ ㊣
| |
| |
| |←| |
= | |
| |←| |
| |
| || |
㊣ ㊣

…
… … … …

…

… … … …
…

… … … …
…

第 行

，

第行

E A  

用 n阶初等矩阵 ( )n i j，E 右乘 ( )ij m na ×=A ，得 

11 1 1 1

21 2 2 2

1

                  

                  
( )

                             

                  

      

                                  

j i n

j i n

n

m mj mi mn

a a a a

a a a a
i j

a a a a

「 ㊣
| |
| |= | |
| |
| |㊣ 」

↑ ↑

… … …

… … …

… … … … … … …
… … …

，AE

        j i第列 第列

 

这表明，矩阵 A左乘 m i j（，）E ，结果相当于对 A作第一种初等行变换 i jr r↔ ；矩阵 A右

乘 ( )n i j，E ，结果相当于对 A施行第一种初等列变换 i jc c↔ . 初等矩阵 ( ( ))i kE 和 ( ( ))j kE 也有

同样的结果. 

定理 2.1  设 A是一个m n× 矩阵，对 A施行一次初等行（列）变换，相当于在 A的左（右）

边乘以相应的m n（）阶初等矩阵.  

初等变换是矩阵的一种基本运算，有着很重要的应用，可以用来求逆矩阵，这将在本章

第三节中进行介绍. 

定义 2.8  具有以下两个特点的矩阵称为行阶梯形矩阵 

（1）各行首非零元的列标，小于它下一行首非零元的列标； 

（2）矩阵中如果有零行，那么零行位于矩阵的最下方. 

例如，矩阵 
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1 2 4 0 2

0 1 3 1 1

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0

-「 ㊣
| |-| |=
| |
| |
㊣ 」

A 是行阶梯形矩阵， 

而

1 2 3 4

0 5 6 7

0 8 2 1

0 0 0 0

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

B 不是行阶梯形矩阵. 

定理 2.2  任何一个矩阵 A，经过有限次初等行变换，都可以化为行阶梯形矩阵. 

我们称 A经有限次初等行变换化为的行阶梯形矩阵为 A的行阶梯形矩阵. 

例 1  将矩阵 A=

0 1 5 1

1 2 3 1

3 2 1 1

5 5 2 0

-「 ㊣
| |-| |
| |
| |
㊣ 」

化为行阶梯形矩阵. 

解    

3 1

1 2 4 1

3

5

0 1 5 1 1 2 3 1 1 2 3 1

1 2 3 1 0 1 5 1 0 1 5 1

3 2 1 1 3 2 1 1 0 4 8 4

5 5 2 0 5 5 2 0 0 5 13 5

r r

r r r r

-
↔ -

- - -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |- - -| | | | | |= ———→ ———→
| | | | | |- -
| | | | | |

- -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

A  

1 2

4 34 2

4

5

1 2 3 1 1 2 3 1

0 1 5 1 0 1 5 1

0 0 12 0 0 0 12 0

0 0 12 0 0 0 0 0

r r

r rr r

+
-+

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- -| | | |———→ ———→
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

 

矩阵

1 2 3 1

0 1 5 1

0 0 12 0

0 0 0 0

-「 ㊣
| |-| |
| |
| |
㊣ 」

即为 A的阶梯形矩阵. 将此矩阵继续作初等行变换还可以化为 

2 3
3

1 3 1 2

51
3 212

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 0 1 1 0 0 1

0 1 5 1 0 1 5 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 12 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r r
r r r r r

-
- -

- - -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | | | |- - - -| | | | | | | |———→ ———→ ———→
| | | | | | | |
| | | | | | | |
㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

 

第二次变换过程中的每个矩阵，都是 A的行阶梯形矩阵. A的行阶梯形矩阵不是唯一的，

最后一个行阶梯形矩阵称为 A的行最简形矩阵. 

在m n× 的行阶梯形矩阵中，如果各行的首非零元全为 1，而首非零元所在列的其余元素

全为零，形如 
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1 1 1

2 1 2

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r n

r n

rr rn

b b

b b

b b

+

+

+

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |㊣ 」

… …
… …

… … … … … … …
… …
… …

… … … … … … …
… …

 

那么称此矩阵为行最简形. 

推论  任何一个矩阵，经有限次行初等行变换，都可以化为行最简形. 

矩阵 A经初等行变换化为的行最简形称为 A的行最简形. 

由推论可知，任何一个矩阵都可以通过初等行变换化为行最简形矩阵，一个满秩 n阶方阵

A的行最简形矩阵，是一个 n阶单位阵. 

设

11 1

1

n

n nn

a a

a a

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

…
︙ ︙
…

A ，记

11 1

1

1 0

,

0 1

n

n nn

a a

a a

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

… …
︙ ︙ ︙ ︙
… …

（ ）A E ，此为 2n n× 矩阵. 

例 2  将矩阵

2 3 1 3 7

1 2 0 2 4

3 2 8 3 0

2 3 7 4 3

- -㊣ ㊣
| |- -| |=
| |-
| |
-㊣ ㊣

A 化为最简形矩阵. 

解  先用初等行变换将矩阵 A化为行阶梯形矩阵，即 

2 3 1 3 7 1 2 0 2 4

1 2 0 2 4 0 1 1 1 1

3 2 8 3 0 0 0 0 1 4

2 3 7 4 3 0 0 0 0 0

- - - -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- - -| | | |= →
| | | |-
| | | |
-㊣ 」 ㊣ 」

A  

再进行如下初等行变换化为最简形矩阵，即 

1 2

2 3

2

2

1

1 0 2 0 2

0 1 1 0 3

0 0 0 1 4

0 0 0 0 0

r r

r r

r

+
-
- ×

-「 ㊣
| |-| |———→
| |
| |
㊣ 」

 

习题 2.3 

1.求下列矩阵的行阶梯形矩阵 

（1）

2 3 1 3 7

1 2 0 2 4

3 2 8 3 0

2 3 7 4 3

- -「 ㊣
| |- -| |
| |-
| |
-㊣ 」

；（2）

2 0 1 3

1 2 2 4

0 1 3 1

-「 ㊣
| |-| |
| |-㊣ 」

. 

2.求下列矩阵的行最简形矩阵 
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（1）

1 1 3 4 3

3 3 5 4 1

2 2 3 2 0

3 3 4 2 1

- -「 ㊣
| |- -| |
| |- -
| |
- - -㊣ 」

；（2）

2 3 8 2

2 12 2 12

1 3 1 4

-「 ㊣
| |-| |
| |㊣ 」

. 

第四节  逆矩阵 

一、矩阵的行列式 

定义 2.9  由 n阶方阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n
r

n n nn

a a a

a a a

a a a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A  

所确定的 n阶行列式 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

…
…

… … … …
…

 

称为 n阶方阵 A的行列式，记为 | |A 或 detA. 

若 | |A =0，则称矩阵 A是奇异的（或退化的）.  

若 | |A ≠0，则称矩阵 A是非奇异的（或非退化的）.  

1.n阶方阵 A的行列式 | |A 满足如下运算规律 

（1）| AT |=| A |； 

（2）| λA |=λn | |A （λ为常数）； 

（3）| AB |=| A || B |（A，B均为 n阶方阵）.  

2.矩阵 A的行列式| A |的各元素的代数余子式 ijA 所构成的如下矩阵 

11 12 1

12 22 2*

1 2

n

n

n n nn

A A A

A A A

A A A

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A  

称为矩阵 A的伴随阵，且 AA**= A*A=| |A E.  

实际上，设 ija=（ ）A ， *
ijb=（ ）AA ，则 

1

| |
( 1 2 )

0

n

ij ik jk
k

j i
b a i j

j i=

=㊣
= = =㊣ ≠㊣
∑ …

，
， ，，

，

A
A ， 

所以 
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*

| |

| |
| |

| |

「 ㊣
| |
| |= =
| |
| |
㊣ 」

㊣

A

A
AA A E

A

 

类似地， 

*

1

| | | | .
n

kj ki ij
k

a δ
=

「 ㊣ 「 ㊣= = =| | ㊣ 」㊣ 」
∑A A A A A E  

二、逆矩阵 

定义 2.10  对于 n阶方阵 A，若存在 n阶方阵 B，使 

= =AB BA E， 

则称矩阵 A是一个可逆矩阵，并称 B为 A的逆矩阵.  

1.可逆矩阵具有下列性质 

（1）若矩阵 A可逆，则 A的逆矩阵是唯一的. 事实上，若矩阵 B和 C都为 A的逆矩阵，

则 

= = = = =（ ）（ ）C CE C AB CA B EB B . 

我们用 1-A 表示 A的逆矩阵，若 B为 A的逆矩阵，则 1-=B A .  

（ 2）若 A 为可逆矩阵，则 1-A 也为可逆矩阵，且 1 1( )- - =A A ，这是因为
1 1 1- - -= = ， 与AA A A E A A 互为逆矩阵.  

（3）若 A为可逆矩阵，常数 0λ ≠ ，则λA为可逆矩阵，且 1 11
( )λ

λ
- -=A A . 事实上， 

1 11 1
( ) ( )λ λ

λ λ
- -㊣ ㊣ ㊣ ㊣= =| | | |

㊣ ㊣ ㊣ ㊣
A A A A E . 

（4）若 ,A B为同阶矩阵且均可逆，则乘积 AB也可逆，且 1 1 1( )- - -=AB B A . 事实上， 
1 1 1 1 1 1( )( ) ( )- - - - - -= = = =AB B A A BB A AEA AA E， 

1 1 1 1 1 1( )( ) ( )- - - - - -= = = =B A AB B A A B B EB B B E， 

因此，由逆矩阵的唯一性可知， 1 1 1( )- - -=AB B A .  

（5）若 A可逆，则 AT
也可逆，且 T 1 1 T( ) ( )- -=A A . 事实上， 

1 1- -= =AA A A E ， 

又因为 1 T 1 T T( ) ( )- -= = =AA A A E E， 1 T T T 1 T( ) ( )- -= =A A A A E，则 T 1 1 T( ) ( )- -=A A .  

2.对于任意给定的 n阶方阵 A，满足什么条件，它可逆；若 A可逆，如何求它的逆矩阵. 

定理 2.3  设 A为可逆矩阵，对 A施以若干次初等变换后变为 B，则 B仍为可逆矩阵.  

证  设A为n阶可逆矩阵，由定理 2.1知，存在若干个初等矩阵 1 2 1 2l s… …， ， ， ， ， ， ，P P P Q Q Q

使 

1 2 1 2 .l s =… …，P P P AQ Q Q B  

因为 1 2 1 2l s… …， ， ， ， ， ， ，P P P A Q Q Q 皆可逆，则其乘积也可逆，所以 B可逆.  

推论  设 A为 n阶可逆矩阵，则 A经过若干次初等变换，可化为 n阶单位矩阵 En，即 A～

En. 

证  设 
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11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A  

因 0≠A ，故 A 的第一列中至少有一个元素不为 0，不妨设 011 ≠a （否则总可以通过初等变

换调换行的次序把不为 0的元素调到矩阵左上角的位置），并用
11

1

a

ai- 乘以第一行加到第 i行上

( 1 2i n= …，， ， )，再用
11

1

a
ai- 乘以所得矩阵的第一列加到第 j列上( 1 2i n= …，， ， )，然后，用

11

1
a

乘第一行. 这样，矩阵 A化为 

A～
22 2

1
1

2

1 0 0

0 1 0

0

0

n

n nn

b b

b b

「 ㊣
| | 「 ㊣| |= = | || | ㊣ 」
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A
B
， 

其中，B1是 )1()1( -×- nn 矩阵，显然 1 ≠B 0，否则 | |≠A 0与推论所设矛盾. 这样 B1的第一列

中至少有一个元素不为 0，那么用上述的方法继续做下去，最后，把 n阶矩阵化为主对角线皆

为 1，其余元素皆为 0的 n阶单位矩阵 En. 

定理 2.4  设 A为可逆矩阵，则存在有限个初等矩阵 1 2 l…， ， ，P P P使 

1 2 l= …A P P P . 

证  因 A～E，E 经有限次初等变换可变成 A，也就是存在有限个对应的初等矩阵

1 2 l…， ， ，P P P，使 

1 2 1r r l+ =… …P P P EP P A， 

即 1 2 l= …A P P P . 

推论  nm× 矩阵 A～B 的充分必要条件是：存在m阶可逆矩阵 P 及 n阶可逆矩阵 Q，使
=PAQ B .  

下面介绍用矩阵的初等行变换求可逆矩阵的方法.  

当矩阵 A可逆时，即 0≠A ，由定理 2.3知， 

1 2 l= … ，A P P P  

因此      1 1 1
1 1( )l l

- - -
- =… ，P P P A E          （2.6） 

由定义 2.10可知 
1 1 1 1

1 1( )l l
- - - -

- =… ，P P P E A           （2.7） 

说明对 A进行一系列的初等行变换将 A变成单位矩阵 E时，对 E进行同样的初等行变换，就

得到 A的逆矩阵 1-A .  

由此得到用初等行变换求逆阵的方法：将 A与单位矩阵 E组成 nn 2× 矩阵 ( )A E ，对这

个矩阵施行初等行变换，当把 A化为 E时，同时把 E化为 1-A ，即 
1 1 1 1

1 1 ( ) ( ).l l
- - - -

- =…P P P A E E A  

事实上，以 B左乘 ( )︙A E ，得到 ( ) ( )=︙ ︙B A E BA B ，这就相当于对 ( )︙A E 施行一系列初

等行变换，得到 ( )︙BA B . 特别地，当 1-=B A 时，有 1 1 1( ) ( ) ( )- - -= =︙ ， ，A A E A A A E A . 
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例 1  设

1 2 3

2 2 1

3 4 3

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A ，求 1-A .  

解 

2 1

3 1

2
3

1 2 3 1 0 0

( ) 2 2 1 0 1 0

3 4 3 0 0 1

1 2 3 1 0 0

0 2 5 2 1 0

0 2 6 3 0 1

r r
r r
-
-

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

「 ㊣
| |———→ - - -| |
| |- - -㊣ 」

A E

 

1 2

3 2

1 2

2 3

2
5

1 0 2 1 1 0

0 2 5 2 1 0

0 0 1 1 1 1

1 0 0 1 3 2

0 2 0 3 6 5

0 0 1 1 1 1

r r
r r

r r
r r

+
-

-
-

- -「 ㊣
| |———→ - - -| |
| |- - -㊣ 」

-「 ㊣
| |———→ - -| |
| |- - -㊣ 」

 

2

3

1

2
( 1)

1 0 0 1 3 2

3 5
0 1 0 3

2 2
0 0 1 1 1 1

r

r

×

× -

-「 ㊣
| |
| |———→ - -
| |
| |-㊣ 」

 

所以， 

1

1 3 2

3 5
3

2 2
1 1 1

-

-「 ㊣
| |
| |= - -
| |
| |-㊣ 」

A . 

例 2  解矩阵方程 
1 0 1 1 1

1 1 1 0 1

2 1 1 1 0

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- =| | | |
| | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

X . 

解  设

1 0 1

1 1 1

2 1 1

「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

A ，

1 1

0 1

1 0

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

B . 

矩阵方程可写为 

=AX B .         （2.8） 

经计算 0≠A ，故 A可逆. 由定理 2.3的推论可知，必存在初等矩阵 1 2 l…， ， ，P P P，使 

1 2 1l l- =…P P P P A E，       （2.9） 

显然， 1
1 2 1l l

-
- =…P P P P A . 在式（2.8）两边同左乘 2 1l…P P P得 

2 1 2 1( ) ( )l l=… …P P P AX P P P B， 
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即得 
1-=X A B . 

综上所述，求 X可利用下面的式子 
1

2 1( ) ( )l
-=…P P P A B E A B . 

具体解法如下 

2 1

2 12

1 0 1 1 1 1 0 1 1 1

( ) 1 1 1 0 1 0 1 2 1 2

2 1 1 1 0 0 1 1 3 2

r r
r r
+
-

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= - ———→| | | |
| | | |- - - - - -㊣ 」 ㊣ 」

A B  

1 3

3 2 2 32

1 0 1 1 1 1 0 0 3 1

0 1 2 1 2 0 1 0 5 2

0 0 1 2 0 0 0 1 2 0

r r
r r r r

-
+ -

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |———→ ———→| | | |
| | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

， 

所以                  

3 1

5 2 .

2 0

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

X  

定理 2.5  若矩阵 A可逆，则 0≠A .  

证  若 A可逆，则存在 A-1，使 AA-1=E，所以 1 1- = =A A E ，因而 0≠A .  

定理 2.6  若 0≠A ，则矩阵 A可逆，且 

1 *1

| |
- =A A

A
， 

其中 *A 为矩阵 A的伴随阵.  

证  前面已证对任意的 n阶方阵 A，都成立 * *= =A A AA A E . 若 0≠A ，则有 
* *

| | | |

「 ㊣ 「 ㊣
= =| | | |

㊣ 」 ㊣ 」

A A
A A E

A A
， 

根据逆矩阵的定义及唯一性知，A是可逆矩阵，且 

1 *1

| |
- =A A

A
. 

由定理 2.5和定理 2.6可知：A是可逆矩阵的充分必要条件是 0≠A ，即可逆矩阵就是非

奇异矩阵.  

推论  对于 n阶方阵 A，若存在 n阶方阵 B，使 =AB E（或 =BA E），则 A可逆，并且
1- =A B .  

证  若 =AB E，则 1=A B ，故 0≠A ，因而 1-A 存在，于是 
1 1 1( ) ( ) .- - -= = = =B EB A A B A AB A  

应当指出，若 0=AB ，当 0≠A 时，一般得不到 0=B 的结论；但当 ≠A 0时，必然有 =B 0 . 

当 0≠A 时，我们可以定义矩阵 A的零次幂和负整数次幂，此时规定 
0 1( )k k- -= =，A E A A ， 

其中 k为正整数. 这样，当 0≠A 且λ，μ 为整数时，有 

( ) .λ μ λ μ λ μ λμ+= =，A A A A A  
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例 3  求矩阵

1 2 3

2 2 1

3 4 3

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A 的逆矩阵.  

解  因为 2 0= ≠A ，知 1-A 存在，再计算 

11 21 31

12 22 32

13 23 33

2 6 4

3 6 5

2 2 2

A A A

A A A

A A A

= = = -
= - = - =
= = = -

， ， ，

， ， ，

， ， ，

 

得 

*

2 6 4

3 6 5

2 2 2

-「 ㊣
| |= - -| |
| |-㊣ 」

A ， 

所以 

1 *

1 3 2

1 3 5
3 .

| | 2 2
1 1 1

-

-「 ㊣
| |
| |= = - -
| |
| |-㊣ 」

A A
A

 

例 4  设 
1 2 3 1 3

2 1
2 2 1 2 0

5 3
3 4 3 3 1

「 ㊣ 「 ㊣
「 ㊣| | | |= = =| || | | |㊣ 」| | | |㊣ 」 ㊣ 」

， ， ，A B C  

求矩阵 X，使其满足 AXB=C.  
解  由上例知 2 0= ≠A ， 1 0= ≠B ，故 1-A ， 1-B 存在，对 AXB=C用 1-A 左乘算式两边，

而用 1-B 右乘算式两边，可得 
1 1 1 1,- - - -=A AXBB A CB  

故                      1 1.- -=X A CB  

又            1 1

1 3 2

3 13 5
3

5 22 2
1 1 1

- -

-「 ㊣
| | -「 ㊣| |= - - = | |-| | ㊣ 」
| |-㊣ 」

， ，A B  

于是 

1 1

1 3 2
1 3

3 13 5
3 2 0

5 22 3
3 1

1 1 1

- -

-「 ㊣
「 ㊣| | -「 ㊣| || |= = - - | || | -| | ㊣ 」| || | ㊣ 」-㊣ 」

X A CB  

.

410

410

12

25

13

20

20

11

|
|
|

」

㊣

|
|
|

㊣

「

-
-

-
=|
」

㊣
|
㊣

「
-

-

|
|
|

」

㊣

|
|
|

㊣

「
-=  

例 5  设 n阶方阵 A满足 2 8 3 0+ - =A A E ，试证 A是可逆的，并求 1-A . 

证  由 2 8 3 0+ - =A A E ，可得 2 8 3+ =A A E，即 
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8
.

3

+㊣ ㊣ =| |
㊣ ㊣

A E
A E  

由定理 2.6的推论可知 A可逆，并且 1 1
( 8 )

3
- = +A A E . 

习题 2.4 

1.求下列矩阵的逆矩阵 

（1） |
」

㊣
|
㊣

「
52

21
；       （2） |

」

㊣
|
㊣

「 -
θθ
θθ

cossin

sincos
； 

（3）
|
|
|

」

㊣

|
|
|

㊣

「

-
-
-

145

243

121

； （4） ).0( 21
2

1

≠

|
|
|
|

」

㊣

|
|
|
|

㊣

「

n

n

aaa

a

a

a

…
㊣  

2.解下列矩阵方程 

（1）
1 4 2 0 3 1

1 2 1 1 0 1

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
=| | | | | |- - -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

X ； 

（2）设

4 2 3

1 1 0 2 .

1 2 3

「 ㊣
| |= = +| |
| |-㊣ 」

， ，求A AX A X X  

3.利用逆矩阵求解下列问题 

（1）
1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

2

2 3 1

3 2 5 0

x x x

x x x x x x

x x x

- - =㊣
| - - =㊣
| + - =㊣

求解 ， ， . 

（2）设线性变换 

|
㊣

|
㊣

㊣

++=
++=
++=

3213

3212

3211

22

2

xxxy

xxxy

xxxy

 

求其逆变换，即用 1 2 3 1 2 3y y y x x x， ， 表示 ， ， 的变换.  

4.设矩阵 A满足 2 2- - = OA A E ，证明 A及 2+A E都可逆，并求 1-A 及 1( 2 )-+A E . 

5.设 1- =P AP Λ，其中
111 4 1 0

1 1 0 2

- - -「 ㊣ 「 ㊣
= =| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

， ，求P AΛ .  

6.设 n阶方阵 A的伴随阵为 A*
，证明 

（1）若 0=A ，则 0=*A ；  （2）
1n-

=* *A A .  

7.设 A是可逆矩阵，求证伴随矩阵 A*
也可逆，并且 * 1 1 *( ) ( )- -=A A . 

第五节  矩阵的秩 

定义 2.11  在 nm× 矩阵 A中，任取 k行与 k列（ k m k n，≤ ≤ ），位于这些行列交叉处的 2k
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个元素，不改变它们在 A中所处的位置顺序而得的 k阶行列式，称为矩阵 A中的 k阶子式.  
nm× 矩阵 A的 k阶子式共有C Ck k

m n· 个.  

定义 2.12  设在矩阵 A中有一个不等于零的 r阶子式 D，且所有 1+r 阶子式（如果存在）

全等于零，那么称 D为矩阵 A的最高阶非零子式，而数 r称为矩阵 A的秩，记作 R(A). 并规

定零矩阵的秩等于零.  

由行列式的展开定理知，在 A 中当有 1+r 阶子式全等于零时，所有高于 1+r 阶的子式也

全等于零，因此 A的秩 R(A)就是 A中不等于零的子式的最高阶数. 显然， T( ) ( )R R=A A . 

例 1  求矩阵 A的秩 

1 3 0 4 2

0 2 1 5 8
.

0 0 4 2 0

0 0 0 0 0

「 ㊣
| |-| |=
| |
| |
㊣ 」

A  

解  因为 A中有 3阶子式 
1 3 0

1 2 1 8 0

0 0 4

- = ≠ ，  

而所有的 4阶子式全等于 0，所以 R(A)=3.  

定理 2.7  矩阵经初等变换后，其秩不变.  

证  仅就初等行变换给予证明.  

（1）矩阵 A的第 j,i 两行对调后得到矩阵 B，矩阵 B的子式与 A的相应的子式或相等，或

只差一个符号，因此 R R=( ) （）A B .  

（2）矩阵 A的第 i行乘以 0k k ≠（ ）后得到矩阵 B， 

11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 2

n n

i i in i i in

m m mn m m mn

a a a a a a

a a a ka ka ka

a a a a a a

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |
| | | |= → =
| | | |
| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

… …
… … … … … … ︙ …

… …
… … … … … … … …

… …

A B ， 

由行列式的性质可知，矩阵 B的子式或与矩阵 A的相应的子式相等，或是矩阵 A的相应的子

式的 k倍，因此 R R=（） （）A B . 

（3）把矩阵 B的第 i行的 k倍加到第 j行后得到矩阵 B.  

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

n n

n n

i i in i i in

j j jn j i j i jn in

m m mn m m mn

i

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a ka a ka a ka

a a a a a a

←

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |= → =| | | |
| | | |

+ + +| | | |
| | | |
| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

… …
… …

… … … … … … … …
… …

… … … … … … … …
… …

… … … … … … … …
… …

第行
A B

j←第 行

 

设 R r=（ ）B ，则在 B中有一个 r阶子式 0≠D .  
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（1）若 D不含 B的第 j行元素，那么 D也是 A中的一个子式，因此 R R（） （）B A≤ .  

（2）若 D 含第 i j， 两行的元素，由行列式的性质可知，D 的值与矩阵 A 中对应的子式的

值相等，故 A中至少有一个不等于零的 r阶子式，则 R R（） （）B A≤ .  

（3）若 D 含 B 的第 j行元素，但不含第 i行元素，则 D 可拆成两个 r阶行列式之和，且

可写成 1 2k= +D D D ，其中 1D 是对应 A中含第 j行元素而不含第 i行元素的 r阶子式， 2D 或是

A 的子式，或是经过若干次行对调得到 A 的一个 r 阶子式，且 1 2，D D 不同时为零，否则

0 0 0k= + =D ，这与 0≠D 矛盾. 这样， 1D 与 2D 至少有一个是不等于零的 r阶子式，从而 A

中至少有一个不等于零的 r阶子式，所以 R R（） （）B A≤ .  

综上所述， R R（） （）B A≤ ，又由于初等变换是可逆的，同理可证 R R（） （）A B≤ . 于是

R R（）= （ ）A B ，这说明初等行变换不改变矩阵的秩. 类似地可以证明，初等列变换也不改变矩

阵的秩.  

定理 2.7 提供给了求矩阵 A 的秩的一种方法，利用初等行变换把矩阵 A 化为行阶梯形矩

阵，其非零行的行数就矩阵的秩.  

例 2  求矩阵

1 2 1 0 2

2 4 2 6 6

2 1 0 2 3

3 3 3 3 4

- -「 ㊣
| |- -| |=
| |-
| |
㊣ 」

A 的秩.  

解 

2 1

3 1

4 1

2 2

3 4
3 2

2
2
3

3

1 2 1 0 2 1 2 1 0 2

2 4 2 6 6 0 0 0 6 2

2 1 0 2 3 0 3 2 2 1

3 3 3 3 4 0 9 6 3 2

1 2 1 0 2 1 2 1 0 2

0 3 2 2 1 0 3 2 2 1

0 9 6 3 2 0 0 0 3 1

0 0 0 6 2 0 0 0 6 2

r r
r r
r r

r r
r r

r r

+
-
-

↔
↔

-

- - - -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- - -| | | |= ———→
| | | |- -
| | | |

-㊣ 」 ㊣ 」

- - - -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- -———→| | | |———→
| | | |- -
| | | |

- -㊣ 」 ㊣ 」

A

 

 

上式中最后一个矩阵称为行阶梯形矩阵，它具有下述特征：每个阶梯只有一行，由这个

容易看出非零行的行数为 3，所以 ( )R A =3.  

如果对于上式继续做行变换，还可得到矩阵 A的行最简形， 
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2

2 3
3

1 2

1

3 21
33 2

1 16
1 2 1 0 2 1 1 0

3 9
2 2 1

2 10 1
0 1 03 3 3

3 9
1

10 0 0 1
0 0 0 13

3
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r

r rr
r r

×

㊣ ㊣ -× -| |
㊣ ㊣ +

「 ㊣- -「 ㊣ | || | | || |- | |-| | | |————→ ———→| | | || |- | |-| | | || | | |㊣ 」 ㊣ 」

上式  

此式再经初等列变换，显然可以得到如下最简形式 

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

 

根据上述例题可知，m n× 矩阵 A经初等行变换可化为行阶梯形矩阵及行最简形，若再经

初等列变换，还可化为如下的最简形式 

( )

( ) ( ) ( )

r r n r

m r r m r n r m n

× -

- × - × - ×

「 ㊣
= | |
㊣ 」

E 0
I

0 0
 

其中 rE 为 r阶单位矩阵，且 ( )R r=A . 

特别，当 A 为 n 阶可逆矩阵时，因 0≠A ，知 ( )R n=A . 正是由于可逆矩阵的秩等于阶

数，故可逆方阵又称满秩矩阵，而奇异矩阵又称秩矩阵.  

初等矩阵与单位矩阵 E等价，因此初等矩阵是满秩的，初等矩阵可逆.容易验证 

1 1 1
( ) ( ) ( ( ))i j i j i k i

k
- - ㊣ ㊣㊣ ㊣= = | || |

㊣ ㊣㊣ ㊣
， ， ， ，E E E E  

1( ( ) ) ( ( ) )j k i j k i- = -， ，E E . 

即初等矩阵的逆矩阵仍是初等矩阵. 

习题 2.5 

1.求下列各矩阵的秩 

（1）

1 2 3 4

1 2 4 5

1 10 1 2

「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

A ；  （2）

1 0 1 0 0

1 1 0 0 0

.0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 1

「 ㊣
| |
| |
| |=
| |
| |
| |㊣ 」

A  

2.设 A与 B都是m n× 矩阵. 证明：矩阵 A与 B等价的充分必要条件是 R R=（ ） （ ）A B . 

第五节  矩阵运算在线性规划中的应用 

管理最优化、决策科学化，在当今的社会、经济发展中，已成为人们的共识. 

运筹学是达成上述目标的有力工具之一，而线性规划是运筹学的一个重要分支. 线性代

数，尤其矩阵运算方法是线性规划完成“实际问题→建立数学模型→给出求解模型的算法→



 

 

55

求出模型的最优解→找出解决实际问题的最优解决方案”的重要工具. 正是由于矩阵运算的贡

献，使繁复的线性规划的建模和求最优解等问题得到了完美的解决，也使线性规划的应用日

益广泛深入. 

下面从线性规划的模型建立、求解线性规划的单纯形法两个方面，介绍矩阵运算在线性

规划中的应用. 

一、线性规划问题的数学模型 

线性规划作为运筹学的一个重要分支，已被广泛地应用于各个领域，成为进行单一目标

最优化决策的重要方法. 无论是处理宏观经济问题，还是微观经济问题，都取得了重要成果，

尤其是电子计算机的运用，更使得这种方法的应用日益广泛深入. 

（一）数学模型的建立 

用运筹学方法寻求问题的最优决策，首先是建立待决策问题的数学模型. 这里所讲的数学

模型，是先分析出实际问题的共性特点，而后用字母、数字及其他数学符号建立起来的等式

或不等式、图表、图像及框图等，用来描述实际问题的抽象模型. 

生产的组织与计划管理问题、合理下料问题、配料问题、布局问题、运输问题的最优决

策问题，都可以用线性规划方法解决. 

例 1  （生产计划管理问题）现存有两种原料 1A、 2A ，用其可生产三种产品 1B 、 2B 、 3B .

有关资料如表 2-2所示. 如何安排三种产品的生产量，使各种产品的利润总额最大？ 

解  设生产 1B 产品 1x 单位， 2B 产品 2x 单位， 3B 产品 3x 单位. 

原问题可以描述为：求三种产品的产量 1x 、 2x 、 3x ，在满足生产用料不超过库存原料数

的约束下，使各种产品的利润总额最大. 

表 2-2 

产品 

单位产品用料 

原料 

B1 B2 B3 库存原料数（公斤） 

A1 3 2 5 1200 

A2 2 0 3 840 

单位产品利润（元） 14 15 20  

 
用料约束的数学表达式 

1 2 3

1 3

3 2 5 1200

2 3 840

x x x

x x

+ +㊣
㊣ +㊣

≤

≤
 

三种产品利润总额的数学表达式 

1 2 314 15 20s x x x= + +  

综上，上述问题可抽象为求一组变量 1x 、 2x 、 3x ，满足约束条件 

1 2 3

1 3

3 2 5 1200

2 3 840

x x x

x x

+ +㊣
㊣ +㊣

≤

≤
 

且使目标函数 1 2 314 15 20s x x x= + + 取最大值. 

简记为 
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1 2 3max 14 15 20s x x x= + +  

1 2 3

1 3

1 2 3

3 2 5 1200

. . 2 3 840

, , 0

x x x

s t x x

x x x

+ +㊣
| +㊣
|
㊣

≤

≤

≥

 

其中， 1 2 3 0x x x， ， ≥ 理解为产品产量不能为负值，称为非负条件. 

例 2  （合理下料问题）设有一批数量足够多的圆钢材.每根钢材长 4m，现需截出长为

698mm的 4000根，长 518mm的 3600根，截料时一般要余下料头（残料）. 问如何截料用的

圆钢材最省？ 

解  关于线材下料，截取的方式可能有很多种. 表 2-3给出了全部可能的截取方式. 

表 2-3 

                   方式 

具体截法 

规格 

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ 需要量 

698mm 5 4 3 2 1 0 4000 

518mm 0 2 3 5 6 7 3600 

残料长（mm） 510 172 352 14 194 374  

 
具体含义是：比如方式Ⅱ是将 4m长圆钢，先截出 4根 698mm长的，余料中再截出 2根

518mm的，甩下的料长 172mm. 

事实上，4000-698×4-518×2=172（mm） 

可以验证，只有这六种截料方式. 

设第 j种下料方式所用的圆钢数为 jx 根，两种规格截材需要量约束的数学表达式可

写成 

1 2 3 4 5

2 3 4 5 6

5 4 3 2 4000

2 3 5 6 7 3600

x x x x x

x x x x x

+ + + + =

+ + + + =
 

残料总和的数学表达式为 

1 2 3 4 5 6510 172 352 14 194 374x x x x x x+ + + + +  

用料总和的数学表达式为 

1 2 3 4 5 6s x x x x x x= + + + + +  

问题可抽象为求一组变量 ( 1 2 6)jx j = …，， ， ，使满足约束条件 

1 2 3 4 5

2 3 4 5 6

5 4 3 2 4000

2 3 5 6 7 3600

x x x x x

x x x x x

+ + + + =

+ + + + =
 

且使目标函数 1 2 3 4 5 6510 172 352 14 194 374s x x x x x x= + + + + + 取最小值.（或 1 2 3 4s x x x x= + + + +  

5 6x x+ 取最小值） 

简记为 

1 2 3 4 5 6min 510 172 352 14 194 374s x x x x x x= + + + + +  
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1 2 3 4 5

2 3 4 5 6

1 2

5 4 3 2 4000

. . 2 3 5 6 7 3600

0( )

x x x x x

s t x x x x x

x x

㊣ + + + + =
| + + + + =㊣
|
㊣ ， 整数≥

 

（二）线性规划数学模型的一般形式 

综观以上两个例题的数学模型，其共同特点是：目标函数都是线性函数，要么是极大化

的，要么是极小化的；约束条件都是线性函数的等式或不等式，变量都满足非负条件. 这正是

线性规划的重要含义之一. 

据此，我们总结出线性规划数学模型的一般形式. 

求一组变量 ( 1 2 )jx j n= …，， ， 的值，使满足 

1

. . ( ) ( 1 2 )   0 ( 1 2 )
n

ij j i i i j
j

s t a x b b b i m x j n
=

㊣
= = =㊣

㊣
∑ … …， ，， ， ，， ，≤ ≥ ≥或 或  

且使目标函数
1

n

j j
j

s c x
=

= ∑ 的值最大（或最小）.其中，系数 ij i ja b c、 、 为已知的常系数. 

可见，建立线性规划数学模型的关键是：引进适当的决策变量，写出约束条件，建立目

标函数. 

例 3 （运输问题）欲将某物资从m个产地 1 mA A…， ， 调运往几个销售地 1 nB B…， .各地的

产量、销量、物资由产地运往销地的运价等资料如表 2-4所示. 

表 2-4 

销地 

运价（元/吨） 

产地 

B1 B2 … Bn 产量（吨） 

A1 c11 c12 … c1n a1 

A2 c21 c22 … c2n a2 

︙
 

︙ ︙  ︙ ︙  
Am cm1 cm2 … cmn amn 

销量（吨） b1 b2 … bn  

 

当
1 1

m n

i j
i j

a b
= =

=∑ ∑ 时，为平衡运输问题；当
1 1

m n

i j
i j

a b
= =

＞∑ ∑ 时，为供过于求的不平衡运输问题；

当
1 1

m n

i j
i j

a b
= =

＜∑ ∑ 时，为供不应求的不平衡运输问题. 问题：如何制定调运方案可使总运费最省？ 

解  这里需引入双下标变量，但其本质上与单下标变量 jx 没有区别，仅是表现形式的

不同. 

设 iA运往 jB 的物资数量为 ijx 吨（ 1 1i m j n= =… …， ， ； ， ， ）. 

1.平衡运输问题 

调运方案可表示为如表 2-5所示. 
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表 2-5 

销地 

调运量 

产地 

B1 B2 … Bn 产量 

A1 x11 x12 … x1n a1 

A2 x21 x22 … x2n a2 

︙  ︙  ︙  ︙  ︙  ︙  

Am xm1 xm2 … xmn amn 

销量 b1 b2 … bn i ja b=∑ ∑  

 
需满足的约束条件是：产地调出的物资量等于其产量，销地调入的物资量等于其销售量，

即发尽收足. 

据此，平衡运输问题的数学模型为 

求一组变量 ijx （ 1 1i m j n= =… …， ， ； ， ， ）的值，使之满足 

( )

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

11 21 1 1

12 22 2 2

1 2

. .

0 1 1

n

n

m m mn m

m

m

n n mn n

ij

x x x a

x x x a

x x x a

x x x bs t

x x x b

x x x b

x i m j n

㊣ + + + =
|
+ + + =|

|
|
+ + + =|

| + + + =㊣
| + + + =
|
|
| + + + =|
| = =㊣

…
…

… … … … …
…
…
…

… … … … …
…
… …， ， ； ， ，≥

 

并使目标函数 

11 11 12 12 1 1 21 21 22 22 2 2 1 1 2 2n n n n m m m m mn mns c x c x c x c x c x c x c x c x c x= + + + + + + + + + + + +… … … … 的

值最小. 

或简写作 

1 1

min
m n

ij ij
i j

s c x
= =

= ∑∑  

( )

( )

( )

1

1

1

. . 1

0 1 1

n

ij i
j

n

ij j
j

i j

x a i m

s t x b j n

x i m j n

=

=

㊣
= =|

|
|| = =㊣
|
|
| = =
|㊣

∑

∑

…

…

… …

， ，

， ，

， ， ； ， ，≥

 

2.供过于求时，其数学模型为 

1 1

min
m n

ij ij
i j

s c x
= =

= ∑∑  



 

 

59

( )

( )

( )

1

1

1

. . 1

0 1 1

n

ij i
j

n

ij j
j

i j

x a i m

s t x b j n

x i m j n

=

=

㊣
=|

|
|| = =㊣
|
|
| = =
|㊣

∑

∑

…

…

… …

， ，

， ，

， ， ； ， ，

≤

≥

 

3.供不应求时，其数学模型为 

1 1

min
m n

ij ij
i j

s c x
= =

= ∑∑  

( )

( )

( )

1

1

1

. . 1

0 1 1

n

ij i
j

n

ij j
j

i j

x a i m

s t x b j n

x i m j n

=

=

㊣
= =|

|
|| =㊣
|
|
| = =
|㊣

∑

∑

…

…

… …

， ，

， ，

， ， ； ， ，

≤

≥

 

（三）线性规划数学模型的标准形式 

为便于讨论和研究算法，引进线性规划模型的标准型 

1 1 2 2min n ns c x c x c x= + + +…  

( )

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

. .

0 1

n n

n n

m m mn n m

j

a x a x a x b

a x a x a x b

s t

a x a x a x b

x j n

+ + + =㊣
| + + + =||
㊣
| + + + =
|
＞ =|㊣

…
…

… … … … …
…
…， ，

 

记 ( )1 2 nc c c= …， ，C  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

A ，

1

2

m

b

b

b

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
b ，

1

2

n

x

x

x

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
X  

标准型的矩阵形式为 
min

. .
0

s t

=

=㊣
㊣
㊣

S CX

AX b

X ≥

 

这里，假设 ( )R m=A ，若记 1 2( )n= …， ，A P P P  
T

1 2( ) ( 1 )j j j mja a a j n= =… …， ， ， ， ，P  

线性规划的标准型又可写为 



 

 

60

1

min

. .

0 ( 1 )

n

j j
j

j

x
s t

x j n

=

=

㊣
=|

㊣
| =㊣

∑
…， ，

S CX

P b

≥

 

（四）线性规划模型的标准化 

主要是解决两个问题：一是将极大化的目标函数化为等价的极小化目标函数；二是将不

等式的约束化为等式约束. 有时，也需将无非负约束的变量表示为有非负约束的变量. 

1.
1

max
n

j j
j

s c x
=

= ∑ ，只需令 s s′ = - ，则
1

min ( )
n

j j
j

s c x
=

′ = -∑ 与
1

max
n

j j
j

s c x
=

= ∑ 作用等同. 

2.
1

n

kj j k
j

a x b
=
∑ ≤ ，引入松弛变量 0n kx + ≥ ，可得到等式约束

1

n

kj n k k
j

a x b+
=

+ =∑ ；对
1

n

lj j l
j

a x b
=
∑ ≥ ，

引入剩余变量 0n lx + ≥ ，可得到等式约束
1

n

lj n l l
j

a x b+
=

- =∑ . 

例 4  将下列线性规划模型标准化 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3

2 3

. . 2 6

0 0

s x x

x x

s t x x

x x

= -

- -㊣
| +㊣
|
㊣ ，

≥

≤

≥ ≥

 

解    其标准形式可化为 

1 2

1 2 3

1 2 4

min 3

2 3

. . 2 6

0 ( 1 2 3 4)j

s x x

x x x

s t x x x

x j

′ = - +

㊣ - - =
| + + =㊣
| =㊣ ，，，≥

   或 

1 2

1 2 3

1 2 4

min 3

2 3

. . 2 6

0 ( 1 2 3 4)j

s x x

x x x

s t x x x

x j

′ = - +

㊣- + + =
| + + =㊣
| =㊣ ，，，≥

 

二、单纯形法 

20世纪 40年代美国的丹捷格（G·B·Dantzig）提出了求解线性规划的一种方法——单纯形

法. 单纯形法的基本思路是：从一个可行基出发，在保证可行性前提下，经过换基迭代，使目

标函数值下降，经过有限次的换基迭代，使目标函数取最小值，求得问题的最优解，或判断

出无解. 另外，将整个换基迭代过程用于若干张表格的变换表现出来. 

（一）对应于基 B的单纯形表和判优定理给定 Lp 

min =S CX              （2.10） 

.
0

s t
=㊣

㊣
㊣

AX b

X ≥
         

设 ( )R m n= ＜A ，不妨约定 1 2( )m= …， ，B P P P 为一个基 .记 1( )m n+= …， ，N P P ，则

（2.11）

（2.12）
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( )= ，A B N . 相应地，
B

N

「 ㊣
= | |
㊣ 」

X
X

X
.其中， T

1 2( )B mx x x= …， ， ，X ， T
1( )N m nx x+= …， ，X .称 XB为

对应于基的基 B变量部分，XN为非基变量部分. 

约束方程 =AX b可写成 

B

N

「 ㊣
=| |

㊣ 」
（ ）

X
B, N b

X
  即 B N+ =BX NX b        （2.13） 

因 0≠B ，则 B-1存在. 以 B-1左乘式（2.13）两边， 

得到 1 1
B N

- -+ =X B NX B b                 （2.14） 

即 1 1
B N

- -= -X B b B NX                      （2.15） 

式（2.15）将基变量用非基变量表示出来了. 

由 = ，A B N（ ），相应地， B= ， ）NC C C（ . 其中， 1 2( )B mc c c= …， ， ，C ， 1( )N m nc c+= …， ，C . 

目标函数  =S CX 可写成 

B
B N

N

「 ㊣
= | |

㊣ 」
（ . ）

X
S C C

X
，即 B B N N= +S C X C X            （2.16） 

将式（2.15）代入式（2.16），得到 

1 1B N N N- -= - +S C B b B NX C X（ ）   即 1 1
B N B N

- -′ = + -S C B b C C B N X（ ）      （2.17） 

由（2.15）、（2.17）两式，取 0N =X 时， 1
B

-=X B b               （2.18） 
1

0

-㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

B b
X 为线性规划对应于基 B的基础解. 相应的目标值为 1

B
-=S C B b . 

倘若 1 0-B b≥ ，则
1-㊣ ㊣

= | |
㊣ ㊣

B b
X

0
为基础可行解，B也为一可行基. 

判优定理  对于基 B，若 1 0-B b≥ ，且 1 0B
- -C B A C ≤ 时，则对应于基 B的基础可行解是

最优基础可行解，最优值为 1
B

-C B .基础可行解
1

0

-㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

B b
X 为最优基础可行解. 称 1

B
- -C B A C

为判别解是否最优的检验数. 

由判优定理的证明，可以得出 

1 1( ) =(0 ) B
B B N

N

- - -
㊣ ㊣

- | |
㊣ ㊣

，
X

C B A C X C B N C
X

 

即 1 1( ) = +( )B B B N N
- - --C B A C X 0X C B N C X                 （2.19） 

综合式（2.13）、（2.14）、（2.17）、（2.19）的结果，原线性规划的目标函数和约束方程有

如下形式上的变化. 

=㊣
㊣ =㊣

S CX

AX b
 

 
1 1

1 1
B B B N N

- -

- -

㊣ = - - -
㊣

=㊣

S C B b 0X C B N C X

B AX B b

（ ）
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1 1

1 1
B B

- -

- -

㊣ = - -
㊣

=㊣

S C B b C B A C X

B b B AX

（ ）
             （2.20） 

但式（2.20）中的四组系数量值却标示出了线性规划取定可行基 B 时的重要量值：B-1b

为基变量值，CBB-1A-0为判断基础可行解是否为最优解的检验数，CBB-1b为目标值，B-1A为

约束方程的系数矩阵. 

不妨将式（2.20）整理成如下的形式 
1 1

1 1
B B

B

- -

- -

㊣ -|
㊣
|㊣

S     C B b      C B A C

X B b B A            
             （2.21） 

其隐含目标函数表达式和约束方程组，同时，标示了基变量的取值. 

另外，由线性代数理论可知，换另一个基 B时，相当于对如下矩阵表 
1 1

1 1

- -

- -

㊣ ㊣-
| |
㊣ ㊣

C B b C B A C

B b B A
B B               （2.22） 

施行行初等变换. 

综上，矩阵表式（2.22）在求解线性规划时十分重要，其隐含了目标函数和约束方程. 称

其为对应于基的单纯形表. 记作
1 1

1 1( ) B B
- -

- -

㊣ ㊣-
= | || |
㊣ ㊣

C B b C B A C
T B

B b B A
. 这里，B已可以是任何一个基. 

实际运算时，需将矩阵形式的单纯形表设计成一张数据表格形式. 

由于 B为m m× 矩阵，b为 1m× 矩阵，故 B-1b为 1m× 矩阵；又 CB为1 m× 矩阵，得出 CBB-1b

为1 1× 矩阵. 

由此，有如表 2-6所示的单纯形表格式. 

表 2-6 

                               x1              x2          …                 xn 

s b00 b01 b02 … b0n 

xj1 b10 b11 b12 … b1n 

xj2 b20 b21 b22 … b2n 

︙  ︙  ︙  ︙  ︙  ︙  

xjm bm0 bm1 bm2 … bmn 

 
其隐含目标函数和约束方程组 

00 01 1 02 2 0n ns b b x b x b x= - - - -…  

11 1 12 2 1 10

21 1 22 2 2 20

1 1 2 2 0

n n

n n

m m mn n m

b x b x b x b

b x b x b x b

b x b x b x b

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…
…

… … … … …
…

 

还给出了基变量的值： 1 10 2 20 0j j jm mx b x b x b= = =…， ， ， ，非基变量均为零. 

表中数据量含义如下. 

00b ：对应于基 B的基础可行解的目标值. 
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0 jb ：对应于变量 jx （ 1 2j n= …，， ， ）的检验数. 由式（2.18），基变量的检验数一定为零. 

0ib ：基变量 jix （ 1 2i m= …，， ， ）的值.  

i jb ：第 i个约束方程中变量 jx （ 1 2i m= …，， ， ； 1 2j n= …，， ， ）的系数. 由式（2.14），

B-1A内基变量对应的列中，只有与 B-1b中同一基变量值对应的行交叉处系数为 1，其余元素均

为 0.  

例 5  给定线性规划如下，建立其全部基对应的单纯形表，并讨论其对应的解. 

1 2 3

1 2

1 3

1 2 3

min 2 3

2 1

. . 1

0

s x x x

x x

s t x x

x x x

= + +

- =㊣
| + =㊣
|
㊣ ， ， ≥

 

解  1 2 3

2 1 0 1
( ) (1 2 3)

1 0 1 1

-㊣ ㊣ ㊣ ㊣
= = = =| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣

， ， ， ，， ，A P P P C b  

共有三个基： 1 1 2 2 1 3 3 2 3( ) ( ) ( )= = =， ， ， ， ，B P P B P P B P P  

（1） 1 1 2( , )=B P P 时，可求出
1
1

0 1

1 2
- ㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

B  

1
1

0 1 1 1

1 2 1 1
- ㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣
= =| || | | |-㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣

B b  

1
1 1 1 2 1 1

1
( ) 1 2 3

1
-

-

㊣ ㊣
= = =| |

㊣ ㊣
， （，）CB B b C C B b  

1
1

0 1 2 1 0 1 0 1

1 2 1 0 1 0 1 2
- -㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣
= =| || | | |-㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣

B A  

1
1 1

1 0 1
1,2 1 2 3 1 2 5 1 2 3 0 0 2

0 1 2
- ㊣ ㊣
- = - = - =| |

㊣ ㊣
（ ） （，，）（，，）（，，）（，，）CB B A C  

故 1

3 0 0 2

( ) 1 1 0 1

1 0 1 2

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

T B ，即如表 2-7所示. 

表 2-7 

                                   x1                 x2                 x3 

S 3 0 0 2 

x1 1 1 0 1 

x2 1 0 1 2 

 
由此表可知   (1) T

11 1 0 3= =（，，），X s ，非最优解. 

（2） 2 1 3( )= ，B P P 时，
1
2

1 2 0

1 2 1
- ㊣ ㊣
= | |-㊣ ㊣

B . 

利用
2

2 3B =（，）C ，类似地，可算出相应的值，可构造出如表 2-8所示的单纯形表. 



 

 

64

表 2-8 

                                     x1                 x2                 x3 

S 2 0 -1 0 

x1 1/2 1 -1/2 0 

x2 1/2 0 1/2 1 

 
可见， (2) T1 2 0 1 2=（ ，， ）X 为最优解， 2 2s =*  

（3） 3 2 3( )= ，B P P 时，
1
3

1 0

0 1
- -㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣

B . 

利用
3 2 3( ) 2 3B = =， （，）C C C ，构造出如表 2-9所示的单纯形表. 

表 2-9 

                                    x1                 x2                  x3 

S 1 -2 0 0 

x1 -1 -2 1 0 

x2 1 1 0 1 

可见，B3不是可行基，
(3) T0 1 1= -（， ，）X 只是基础解，不是基础可行解. 

（二）换基迭代 

观察
=㊣

㊣ =㊣

S CX

AX b
与

1 1

1 1

( )B B
- -

- -

㊣ = - -
㊣

=㊣

S C B b C B A C X

B b B AX
 

注意到以 1-B 左乘约束方程 =AX b两边只是相当于对方程组 =AX b的各个方程进行行初等

变换，故 1 1=- -B AX B b与 =AX b的作用是等同的. 而目标函数表达式的改变也仅仅是形式的

变化，没改变目标本身的含义. 

单纯形法的对单纯形表所进行的一系列烦琐的换基迭代步骤，实质上就是对矩形表

1

1

1 1
B B -

-

- -

㊣ ㊣-
| |
㊣ ㊣

C B b C B A C

B b B A
进行一系列的行初等变换. 事实上，以 1-B 左乘矩形表(b，A)就是对其

做行变换，而 1-B 又可分解为一系列行初等变换之积，当然，再以其左乘(b，A)，就是完成一

系列行初等变换了. 

换基就是从线性规划

min

. .

0

s t

=㊣
| =㊣
|
㊣

S CX

AX b

X ≥
中的系数矩阵 A中更换一个又一个可行基，直至调换

至最优基 B*
为止. 迭代，就是对矩阵(b，A)进行一系列的行初等变换，直至最优基 B*

对应的

矩形表. 从而，求出线性规划数学模型的最优解 X*
和最优值 S*. 

从上面介绍的内容可以看到，单纯形方法，就是利用线性代数中矩阵及其代数运算方法

作为工具，将矩阵通常使用的表格化进行了处理而已. 

（三）寻求实际问题的最优解决方案 

利用单纯形方法找到实际问题的数学模型的最优解后，我们只需舍弃松弛变量和剩余

变量，并分析其内在含义，就可以按决策变量的取值，给出实际问题的最优解决方案. 而

目标函数的最优值，则对应出实际问题的最优决策结果. 从而，使一个实际决策问题得到

了完美地解决. 
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第六节  多元线性回归分析预测法的应用 

回归分析预测法属于因果分析预测法. 这种方法是一种建立在数理统计理论基础上的统

计预测方法，是在具有统计相关关系的两个或两个以上的变量之间找出回归方程，建立起数

学模型，进行统计分析，应用回归方程进行预测的方法. 

应当指出，影响随机变量 Y的自变量可以有多个. 这时一元回归分析法就无能为力，要采

用多元回归分析预测法. 其预测的原理、方法和程序与一元回归分析预测法基本相同. 只是在

选定自变量、求回归方程参数和统计检验等方面要比一元回归预测复杂得多. 

设随机变量 y与m个变量 x1、x1、…、xm线性相关. 回归方程记为 

0 1 1 2 2ˆ m my b b x b x b x= + + + +…  

样本观测值为 11 12 1 1 21 22 2 2 1 2m m n n nm nx x x y x x x y x x x y… … … …（ ， ， ， ， ），（ ， ， ， ， ）， ，（ ， ， ， ， ）， k ix 代

表 jx 的第 k次观测值.  

可 有

1 11 12 1 0 1

2 21 22 2 1 2

1 2

1

1

1

m

m

n m m nm m n

y x x x b e

y x x x b e

y x x x b e

㊣ ㊣ ㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣
| | | || | | |
| | | || | | |= = +
| | | || | | |
| | | || | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣㊣ ㊣ ㊣ ㊣

…
…

︙ … … … … ︙ ︙
…

Y 即 = +Y XB e ， 其 中 ，

T
1 2( )ny y y= …Y ， T

0 1 2( )mb b b b= …B ， T
1 2( )ne e e= …e 为预测误差矢量. 

利用最小二乘原理，使 e最小，B可按以下步骤求出： =Y XB有 T T=X Y X XB，可以证

明， T 1( )-X X 存在，以其左乘前式 T 1 T T 1 T( ) ( )- -=X X X XB X X X Y ，得到 T 1 Tˆ ( )-=B X X X Y ，

由此，得到多元线性回归方程 0 1 1 2 2ˆ m my b b x b x b x= + + + +… 的系数值 0 1 mb b b…， ， ， . 

以上作为预测方程，将给定的因素变量 1 2 mx x x…， ， ， 的值代入预测方程，就可以给出预

测值. 

经过必要的统计检验（显著性检验），可以对预测结果进行误差估计，给出预测结果的置

信度和置信区间. 

上述回归分析预测法的流程图如图 2-1所示. 

 

图 2-1  回归分析预测法流程图 
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从上面的讨论可以看出，矩阵及其代数运算方法是多远线性回归分析预测法的关键，其

方法的应用已十分清楚. 

例  某服装公司发现本公司服装销售额 y（万元）与该城市人均衣着用品的支出额 1x（元）

及该城市人口 2x （万人）关系密切. 测算了 14年的有关数据如表 2-10所示. 

试建立该公司服装销售额 y的二元线性回归方程. 现知道第 15年份 1x 为 110元， 2x 为 96

万人，请预测该年份服装销售额，并给出显著性水平 0.05α = 的置信区间. 

表 2-10 

人均衣着用品支出额

x1（元） 
49 45 51 52 59 62 69 72 78 80 90 92 98 103

城市人口 x2 49 58 62 71 62 74 71 74 79 84 85 94 91 95 

服装销售额 y 28 39 41 44 43 50 51 57 63 66 70 76 80 84 

 
运用回归分析方法后，其预测方程为 1 2ˆ 16.11 0.522 0.547y x x= - + + ，预测结果如下. 

记第 15年份人均衣着用品额为 10x ，城市总人口为 20x ，服装销售额为 0ŷ . 

由 0 1 10 2 20
ˆ ˆˆy a b x b x= + + ，有 0ˆ 87y = （万元）.  

利用计算置信区间公式 0 0( 1.96 1.96 )y S y S- +， ，置信度为 95%的预测值区间为

(87 1.96 1.75 87 1.96 1.75) (83.5 90.5)- × + × =， ， . 

第二章自测题 

一、选择题 

1.A是m k× 阶矩阵，B是 k t× 阶矩阵，若 B的第 j列元素全为零，则下列结论正确的

是（    ）. 

A.AB的第 j行元素全等于零    B.AB的第 j列元素全等于零 

C.BA的第 j行元素全等于零    D.BA的第 j列元素全等于零 

2.设矩阵 ( )ij m nc ×=C 和矩阵 A、B满足 =AC CB，则 A和 B分别是（    ）阶矩阵. 

A. n m×    m n×            B.m n×     n m×  

C. n n×    m m×             D.m m×     n n×  

3.设 A，B，C是 n阶方阵，下列各式中，（    ）式未必成立. 

A. =ABC ACB              B. + + = + +（ ） （ ）A B C A B C  

C. + = +（ ）A B C AC AB         D. + = +（ ）A B C AC BC  

4.设 A、B是 n阶方阵，且 ≠ =，A 0 AB 0，则（    ）. 

A. =B 0                  B. B = 0 

C. =BA 0                 D. 2 2 2= -（ ）AB A B  

5.设矩阵 ( )ij s na ×=A ， s n≠ ，又 ≠ 0A ，则（    ）. 

A.A2
有意义            B.AAT

和 ATA都有意义且都是矩阵 

C.A+AT
有意义         D.对任一 n阶方阵 B， ≠ 0AB  

6.设 A是 n阶非零矩阵，下列矩阵不一定是对称矩阵的是（    ）. 
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A.A+AT                 B.AAT 

C.A-AT                D. T1
( )

2
+A A  

7.设 A是 4阶方阵， c= ≠A 0，则 *A 等于（    ）. 

A.c         B. 2c          C. 3c           D. 4c  

8.设 A、B为同阶矩阵，则 AB可逆的充要条件是（    ）. 

A. ≠ ≠0 0，A B              B. ≠ 0AB  

C. 0≠ ≠ 0，A B             D. ≠ 0A  

9.下列结论正确的是（    ）. 

A.上三角矩阵的逆矩阵是上三角矩阵 

B.对称矩阵的逆矩阵是反对称矩阵 

C.若 A是 n阶可逆矩阵，则 n+A I 也是 n阶可逆矩阵 

D.若 n=AB I ，则 A必是可逆矩阵 

10.已知 n阶方阵 A适合 2 2 0n+ + =A A I ，则必有（    ）. 

A. 0=A        B. 0n+ =A I      C. A可逆             D. 1= -A  

11.若矩阵 A的行列式等于零，则（    ）. 

A.A2
是非异矩阵        B.A有逆矩阵 

C.A是零矩阵           D.对任意与 A同阶的矩阵 B， 0=AB  

12.A，B，C均是 n阶方阵，则（    ）. 

A.若 A是非异矩阵，从 =AB AC 可以推出 =BA CA  

B.若 A是非异矩阵，必有 =AB BA  

C.若 ≠ OA ，从 =AB AC 可以推出 =B C  

D.若 ≠B C，必有 ≠AB AC  

13.下列矩阵可以化为有限个初等矩阵积的是（    ）. 

A.
1 2

3 6

「 ㊣
| |
㊣ 」

              B.

1 2 3

0 4 5

0 1 1

「 ㊣
| |
| |
| |㊣ 」

  

C.
1 2 3

3 6 9

「 ㊣
| |
㊣ 」

              D.

1 1 1

0 2 4

1 3 5

「 ㊣
| |
| |
| |㊣ 」

 

14.下列关于同阶奇异矩阵及非异矩阵的命题正确的是（    ）. 

A.两个奇异矩阵之和仍是奇异矩阵 

B.两个非奇异矩阵之和仍是非奇异矩阵 

C.两个奇异矩阵之积必是奇异矩阵 

D.一个非奇异矩阵与一个奇异矩阵之积必是非异矩阵 

15.两个 n阶初等矩阵的积必为（    ）. 

A.初等矩阵    B.单位矩阵    C.可逆矩阵     D.奇异矩阵 

16.初等矩阵（    ）. 

A.都可逆                  B.相加仍是初等矩阵   



 

 

68

C.行列式值都等于 1        D.相乘仍是初等矩阵 

17.设矩阵 A经过有限次初等变换后得到 B，下列结论正确的是（    ）. 

A.若 A和 B都是 n阶方阵，则 =A B  

B.若 A和 B都是 n阶方阵，则 A 和 B 同时为零或同时不为零 

C.若 A是奇异矩阵，则 B未必是奇异矩阵 

D. =A B  

二、解答题 

1.已知两个线性变换 

1 1 2

2 1 2 3

3 1 2 3

2

2 3 2

4 5 .

x y y

x y y y

x y y y

= +㊣
| =- + +㊣
| = + +㊣

，

，     
1 1 2

2 1 3

3 2 3

3

2

3 .

y z z

y z z

y z z

= - +㊣
| = +㊣
| = - +㊣

，

，  

求从 1 2 3 1 2 3z z z x x x， ， 到 ， ， 的线性变换.  

2.利用初等变换求解下列问题 

（1）设 

1 1 2 2 1

0 2 1 5 1
( )

2 0 3 1 3

1 1 0 4 1

R

「 ㊣
| |-| |=
| |-
| |

-㊣ 」

，求A A ； 

（2）解矩阵方程

1 1 1 3 2

0 2 2 1 0

1 1 0 2 1

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |=| | | |
| | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

X ； 

（3）试确定参数λ，使矩阵

3 1 1 4

4 10 1

1 7 17 3

2 2 4 3

λ
「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

A 的秩最小.  

3.（1）设矩阵 A的元素均为整数，证明：A-1的元素均为整数的充要条件是 | | 1= ±A ； 

（2）设 

1

2
1

1

0 0 0

0 0 0

( 0 1 2 )

0 0 0

0 0 0

i

n

n

a

a

a i n

a

a

-

-

㊣ ㊣
| |
| |
| |= ≠ =
| |
| |
| |
㊣ ㊣

…
…

… … … … … …
…
…

， ，， ， ，求A A . 

4.设 ， ，A B C为同阶矩阵，且 C非奇异，满足 1- =C AB B，求证： 1 m m- =C A C B （m为

正整数）.  

5.已知 2 2 4 0- - =A A E ，试证 +A E可逆，且求 1( )-+A E .  

6.设矩阵 

1 2 1 2[ ] [ ]n na a a b b b= =… …，A B ， 

且 0 0 1 2i ja b i j n≠ ≠ = …， （， ，， ，），记 TA 为 A的转置矩阵. （1）求矩阵 TA B；（2）求 TR（ ）A B . 



 
工程技术、经济领域以及科学研究中的许多问题，往往可以归结为求解线性方程组的问

题，因而讨论线性方程组的理论及其求解方法，无论在理论上还是在应用上都是很有意义的. 

本章将重点介绍线性方程组解的存在性、解的个数和求解方法；向量间的线性关系及性质；线

性方程组解的性质和解的结构等内容. 

第一节  高斯消元法 

n元线性方程组的一般形式为 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…
…

… … … … …
…

                    （3.1） 

当 ( 1 2 )ib i m= …，， ， 全为 0时，称方程组（3.1）为齐次线性方程组，否则称之为非齐次线性

方程组.  

方程组（3.1）的矩阵形式表达式为 =AX B，其中 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

n

n

m m mn n m

a a a x b

a a a x b

a a a x b

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |
| | | | | |= = =
| | | | | |
| | | | | |
㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

…
…

… … … … ︙ ︙
…

， ，A X B ， 

A称为线性方程组（3.1）的系数矩阵，而 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

( )

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b

a a a b

「 ㊣
| |
| |= =
| |
| |
㊣ 」

…
…～

… … … … …
…

A A B  

称为方程组（3.1）的增广矩阵.  

显然，增广矩阵 ～A与线性方程组是一一对应的，那么，增广矩阵唯一确定一个线性方程组.  

在中学代数里，我们学过用消元法解二元、三元线性方程组. 例如，解线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 3

2 3 1

4 2 5 4

2 2 6

x x x

x x x

x x

- + =㊣
| + + =㊣
| + =㊣
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由第二个方程减去第一个方程的 2倍，第三个方程减去第一个方程，就变成 

1 2 3

2 3

2 3

2 3 1

4 2

5

x x x

x x

x x

- + =㊣
| - =㊣
| - =㊣

 

第二个方程减去第三个方程的 4 倍，然后再把所得第二、第三两个方程的次序互换，即

得如下阶梯形方程组 

1 2 3

2 3

3

2 3 1

5

3 18

x x x

x x

x

- + =㊣
| - =㊣
| = -㊣

 

由此易求得方程组的解为 1 2 39 1 6x x x= = - = -， ， . 在上述消元过程中，不难看出，无非是

对方程组反复进行以下三种变换（称之为方程组的初等变换）： 

（1）交换两个方程的位置，如交换第 i j， 两方程； 

（2）某方程两边同乘以一个非零常数 k； 

（3）某方程两边同乘以一个非零常数 k后加到另一个方程上去. 

最后将它化为与之同解的阶梯形方程组，从而达到求解的目的.  

对于一般的线性方程组（3.1），亦可利用消元法求解. 因为增广矩阵可以完全确定一个线

性方程组，而线性方程组的初等变换恰好对应于矩阵的初等行变换. 因此可用消元法求解线性

方程组，对它的增广矩阵实施初等行变换，将其化成行阶梯形矩阵，从而得到以行阶梯形矩

阵为增广矩阵的阶梯形方程组，该方程组与原方程组是同解的. 同时，还可直接由行阶梯形矩

阵来判断方程组是否有解，具体方法如下.  

对于线性方程组（3.1），我们总可以对其增广矩阵 ～A作初等变换，将其化成如下的行阶梯
形矩阵（必要时，可对 ～A的前 n列适当调换次序），即 

11 12 1 1 1

22 2 2 2

1

1

0

0 0

～

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r n

r n

rnrr r

r

c c c c d

c c c d

cc d

d +

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| | =| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |㊣ 」

… …

… …

… …
～

… …

… …

… …

A A ， 

其中 0( 1 2 )iic i r≠ = …，， ， ， 1A 所对应的方程组为 
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11 1 12 2 1 1 1

22 2 2 2 2

10

0 0

0 0

r r n n

r r n n

rr r rn n r

r

c x c x c x c x d

c x c x c x d

c x c x d

d +

+ + + + + =㊣
| + + + + =|
|
|

+ + =|
㊣

=|
| =
|
|
| =㊣

… …
… …

…
…

…

                （3.2） 

它与方程组（3.1）是同解的.  

方程组（3.2）中“0 = 0”是一些恒等式（它们可能出现，也可能不出现），实质上它们所

代表的是方程组（3.1）中“多余的方程”，去掉它们并不影响方程组的解. 可见，当 1 0rd + ≠ 时，

方程组（3.2）无解；当 1 0rd + = 时，分两种情况.  

（1） r n= ，这时方程组（3.2）即为 

11 1 12 2 1 1

22 2 2 2

n n

n n

nn n n

c x c x c x d

c x c x d

c x d

+ + + =㊣
| + + =|
㊣
|
| =㊣

…
…

…

，

，

，

                    （3.3） 

其中 0( 1 2 )iic i n≠ = …，， ， . 显然，方程组（3.3）的系数矩阵 ( )ii n nc ×=C 的秩 ( )R n=C ，此时容

易推出 ( ) ( )R R n= =A C . 由最后一个方程开始，可以逐个唯一决定 1 1n nx x x- …， ， ， 的值. 这时

方程组（3.1）有唯一解.  

（2） r n＜ ，这时方程组（3.2）即为 

11 1 12 2 1 1 1, 1 1 1

21 2 2 2 2, 1 1 2

, 1 1 .

r r r r n n

r r r r n n

rr r r r r r rn n

c x c x c x d c x c x

c x c x d c x c x

c x d c x c x

+ +

+ +

+ +

+ + + = - - -㊣
| + + = - - -|
㊣
|
| = - - -㊣

… …
… …

…
…

，

，
 

其中 0( 1 2 )iic i r≠ = …，， ， ，当 r n＜ 时，必有 ( ) ( )R R r n= = ＜A C . 任给 1 2r r nx x x+ + …， ， ， 的一组

值，就可以唯一确定 1 2 1r nx x x x+… …， ， ， ， ， . 由于 1 2r r nx x x+ + …， ， ， 可以任意取值，所以方程组

（3.1）有无穷多组解.  

综上所述，方程组（3.1）有解的充分必要条件是 1 0rd + = . 此时，若 r n= ，即 ( )R n=A ，

则方程组（3.1）有唯一解；若 r n＜ ，即 ( )R r n= ＜A ，则方程组（3.1）有无穷多组解.  

已经知道，一个矩阵经初等行变换后其秩不变，并且行阶梯形矩阵的秩等于其非零行的

行数. 由此容易得出下述重要定理. 

定理 3.1  （1）方程组（3.1）有解的充分必要条件是 ( ) ( )R R= ～A A ； 

（2）当 ( ) ( )R R r= =～A A 时，若 r n= ，则方程组（3.1）有唯一解，若 r n＜ ，则方程组（3.1）

有无穷多组解.  

例 1  判断线性方程组是否有解 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1

4 2 5 4

2 4 0

x x x

x x x

x x x

- + =㊣
| - + =㊣
| - + =㊣
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解 对增广矩阵施行初等行变换 

2 1

3 1

22 1 3 1

( ) 4 2 5 4

2 1 4 0

r r
r r
-
-

-「 ㊣
| |= = - →| |
| |-㊣ 」

～A A B
3 2

2 1 3 1 2 1 3 1

0 0 1 2 0 0 1 2

0 0 1 1 0 0 0 1

r r+
- -「 ㊣ 「 ㊣

| | | |- → -| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

， 

因为 ( ) 2 ( ) 3 ( ) ( )R R R R= = ≠～ ～， ，A A A A ，所以方程组无解.  

例 2  当λ为何值时，下面线性方程组有解？ 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2

2 1

2

x x x

x x x

x x x λ

- + + = -㊣
| - + =㊣
| + - =㊣

 

解 增广矩阵 

1 2

2 1 1 2 1 2 1 1

1 2 1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2

r r

λ λ

↔
- - -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= - → - -| | | |
| | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

︙ ︙
～ ︙ ︙

︙ ︙
A  

2 1

3 1 3 2

2 1 2 1 1 1 2 1 1

0 3 3 0 0 3 3 0

0 3 3 1 0 0 0 1

r r
r r r r

λ λ

+
- +

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |→ - → -| | | |
| | | |- - -㊣ 」 ㊣ 」

︙ ︙
︙ ︙
︙ ︙

 

当 1λ = 时，有 ( ) ( ) 2R R= =A B ，方程组有解. 当 1λ ≠ 时， ( ) 2 ( ) 3R R= =， ，A B 方程组

无解.  

对于 n元齐次线性方程组 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…
…

… … … … …
…

                    （3.4） 

因为恒有 ( ) ( )R R= ～A A ，故它总有解. 零解总是其解.  

显然，方程组（3.4）有非零解的充分必要条件是 ( )R r n= ＜A . 由此可推出， n个方程的

齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是其系数行列式 | | 0=A . 因为这时， ( )R r n= ＜A ，

当且仅当 | | 0=A .  

至此，我们已解决了线性方程组有解及齐次线性方程组有非零解的判别条件问题，而且

这些都可以用消元法求解. 但在有无穷多解时，解与解之间的关系如何，如何求出其全部解，

还不得而知. 这就有必要引进 n维向量的有关知识，以便对线性方程组的问题做进一步的讨论. 

习题 3.1 

1.用消元法解以下线性方程组 

（1）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

2 1

2 5

x x x x

x x x x

x x x x

- + + =㊣
| - + - = -㊣
| - + + =㊣

；（2）

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3

3 5 0

4 3

3 13 6

x x x

x x x

x x x

x x x

- + =㊣
| + - =|
㊣ - + =|
| + - = -㊣

. 

2.判别下列线性方程组是否有解？若有解，指出解的组数.  
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（1）

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2

3 5

5 7

2 3 3 14

x x x

x x x

x x x

x x x

- + =㊣
| + + =|
㊣ + + = -|
| + - =㊣

； 

（2）

1

2

3

4

2 1 1 1 1

3 2 2 3 2

5 1 1 2 1

2 1 1 3 4

x

x

x

x

- 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |- - | || | | |=
| || | | |- -
| || | | |

- -㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

； 

（3）

1

2

3

4

1 1 1 1 0

2 1 3 2 1

3 2 1 2 4

x

x

x

x

「 ㊣
- -「 ㊣ 「 ㊣| |

| | | || |- - = -| | | || |
| | | |- - | |㊣ 」 ㊣ 」

㊣ 」

. 

第二节  向量组的线性相关性 

n维向量不仅用来研究线性方程组，在力学、物理学及其他自然科学中也有广泛的应用. 
n维向量可看作高等数学中向量 { }X Y Za a a= ， ，a 的推广，只不过 3n ＞ 时， n维向量就没有直

观的几何意义了.  

一、n 维向量及其运算 

定义 3.1  由 n个数 1 2 na a a…， ， ， 组成的有序数组（ 1 2 na a a…， ， ， ）称为 n维向量. 通常用

…， ， ，α β γ 表示，例如 

1 2( )na a a= …， ， ，α ， 

其中 ( 1 2 )ia i n= …，， ， 称为向量的第 i个分量（或坐标）. 分量是实（复）数的向量称为实（复）

向量. 今后无特别声明，所指向量均为实向量.  

一个 n维向量可以写成一行的形式 1 2( )na a a…， ， ， 称为行向量；也可以写成一列的形式

1

2

n

a

a

a

㊣ ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ ㊣

︙ 称为列向量. 行向量与列向量是向量的两种不同的写法，意义是相同的. 

分量都是零的向量称为零向量，记为 0，即 (0 0 0)= …，， ，0 .  

设 1 2( )na a a= …， ， ，α ， 1 2( )nb b b= …， ， ，β 都是 n维向量，当且仅当它们各个对应分量都

相等，即 ( 1 2 )i ia b i n= = …，， ， 时，称向量α 和 β 相等，记为 =α β .  

向量 1 2( )na a a- - -…， ， ， 称为向量 1 2( )na a a= …， ， ，α 的负向量，记为 -α ，即 1( a- = - ，α  

2 )na a- -…， ， . n维向量的加（减）法和数与向量的乘法有如下定义.  

定义 3.2  设 n维向量 1 2( )na a a= …， ， ，α ， 1 2( )nb b b= …， ， ，β ，则称向量 1 1 2(a b a+ +，  

2 )n nb a b+…， ， 为向量α 和β 的和，记为α +β ，即 

1 1 2 2( )n na b a b a b+ = + + +…， ， ，α β . 
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由负向量可定义向量的减法，向量α 减去向量β 定义为向量α与负向量（-β）之和，即 

1 1 2 2( ) ( )n na b a b a b- = + - = - - -…， ， ，α β α β . 

显然， ( ) 0.- = + - =α α α α   

定义 3.3  设 n维向量 1 2( )na a a= …， ， ，α ，k为实数，则向量 1 2( )nka ka ka…， ， ， 称为数 k与

向量的乘积，记为 kα ，即 1 2( )nk ka ka ka= …， ， ，α .  

对以上定义的向量加法及数与向量的乘法运算，不难证明，它们满足以下运算规律（设

， ，α β γ 都是 n维向量， k l， 是实数）. 

1. + = +α β β α ； 

2. ( ) ( )+ + = + +α β γ α β γ ； 

3. 0+ =α α ； 

4. ( ) 0+ - =α α ； 

5.1 =α α ； 

6. ( ) ( )k l kl=α α； 

7. (k k k+ = +)α β α β ； 

8. ( )k l k l+ = +α α α . 

在数学中，把具有上述八条规律的运算称为线性运算.  

例 1  设 ( 3 3 6 0) (9 6 3 18)= - = - -，，， ， ， ， ，α β ，且 3+ =α γ β ，求向量 γ .  

解  由 3+ =α γ β ，得
1

( )
3
= -γ β α ，即 

1
[(9 6 3 18) ( 3 3 6 0)] (4 3 3 6).

3
= - - - - = - -， ， ， ，，， ， ， ，γ  

二、向量组的线性相关与线性无关 

定义 3.4  设有 n维向量组 1 2 m…， ， ，α α α ，如果存在一组数 1 2 nk k k…， ， ， ，使得 1 1k= +α α  

2 2 m mk k+ +…α α ，则称向量α 是 1 2 m…， ， ，α α α 的线性组合，或称向量α 可由 1 2 m…， ， ，α α α 线
性表示.  

例如，向量 1 2 3(1 2 1) (2 3 1) (4 1 1)= - = - = -，， ， ， ， ， ，，α α α ，因为 3 1 22= +α α α ，所以 3α
可由 1α , 2α 线性表示.  

又如，任一 n维向量 1 2( )na a a= …， ， ，α 都可以由 n维向量组 1 2(1 0 0 0)= =…，，， ， ，ε ε  

(0 1 0 0) (0 0 0 1)n =… … …，，， ， ， ， ，，， ，ε 线性表示，事实上 1 1 2 2 n na a a= + + +…α ε ε ε ，其中

1 2 n…， ， ，ε ε ε 称为 n维单位向量组.  

显然， n维零向量可以由任意的 n维向量组线性表示.  

定义 3.5  设 n维向量组 1 2 m…， ， ，α α α ，如果存在一组不全为零的数 1 2 nk k k…， ， ， （即

1 2 nk k k…， ， ， 中至少有一个不为零），使得 

1 1 2 2 0m mk k k+ + + =…α α α                       （3.5） 

则称向量组 1 2 m…， ， ，α α α 线性相关，否则称它线性无关.  

所谓讨论向量组的线性相关性，就是研究向量组是线性相关还是线性无关. 单个向量α 线
性相关当且仅当 0=α ，两个向量线性相关当且仅当它们的对应分量成比例（简称这两个向量

成比例）.  

例如向量组 1 2 3(1 2 1) (2 3 1) (4 1 1)= - = - = -，， ， ， ， ， ，，α α α ，由于存在不全为零的“2，
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1，-1”使 1 2 32 1 ( 1) 0+ + - =α α α ，故 1 2 3， ，α α α 线性相关.  
n维向量组不是线性相关，就是线性无关. 所谓向量组 1 2 m…， ， ，α α α 线性无关，就是仅当

1 2 0nk k k= = = =… 时（3.5）式才能成立，或者说若向组量 1 2 m…， ， ，α α α 线性无关而（3.5）

式成立，则必有 1 2 0nk k k= = = =… .  

例如，n维单位向量组 1 2 n…， ， ，ε ε ε 是线性无关的，事实上，若令 1 1 2 2 0n nk k k+ + + =…ε ε ε ，

即 1 2 (0 0 0)nk k k =… …， ， ， ，， ， ，则 1 2 0nk k k= = = =… .  

定理 3.2  n维向量组 1 2 2m m…， ， ， （ ）α α α ≥ 线性相关的充分必要条件是该向量组中至少

有一个向量可由其余 1m - 个向量线性表示.  

证  充分性.设向量组中有一个向量（譬如 mα ）能由其余向量线性表示，即有 1 1m k= +α α  

2 2 1 1m mk k - -+ +…α α . 于是 1 1 2 2 1 1 ( 1) 0m m mk k k - -+ + + + - =…α α α α ，因 1 2 1 ( 1)mk k k - -…， ， ， ， 中至少

有一个(-1)不等于零，故 1 2 m…， ， ，α α α 线性相关.  

必要性. 设 1 2 m…， ， ，α α α 线性相关，即有一组不全为 0 的数 1 2 ml l l…， ， ， ，使得 1 1l +α  

2 2 0m ml l+ + =…α α ，因 1 2 ml l l…， ， ， 中至少有一个不为零，不妨设 1 0l ≠ ，则有 2
1 2

1

l

l

㊣ ㊣
= - +| |
㊣ ㊣

α α  

3
3

1 1

m
m

l l

l l

㊣ ㊣ ㊣ ㊣
- + + -| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣

…α α ，即 1α 能由其余向量 2 m…， ，α α 线性表示.  

讨论向量组的线性相关性，对于研究方程组中是否有多余的方程很有意义. 例如，齐次线

性方程组（3.4），如果把第 i 个方程的系数组成一个 n维向量 1 2( )( 1i i i ina a a i= =…， ， ， ，α  

2 )m…， ， ，这样，由方程组（3.4）可得到一个 n维向量组 1 2 m…， ， ，α α α ，倘若 1 2 m…， ， ，α α α
线性相关，则知至少有一个向量（譬如 mα ）可由其余 1m - 个向量线性表示，于是该方程组中

至少是第m个方程为多余的. 由此可知，方程组（3.4）有多余方程的充分必要条件是向量组

1 2 m…， ， ，α α α 线性相关.  

例 2  讨论方程组

1 2 3

2 3

1 2 3

0

2 5 0

3 6 0

x x x

x x

x x x

+ + =㊣
| + =㊣
| + + =㊣

是否有多余方程？ 

解  由各方程的系数组成向量组 

1 2 3(1 1 1) (0 2 5) (1 3 6).= = =，， ， ，， ， ，，α α α  

很明显，存在 1 2 31 1 1k k k= = = -， ， 使 1 2 3 0+ - =α α α ，表明 1 2 3， ，α α α 线性相关，该方程组去
掉任意一个方程后所得的方程组与原方程组同解.  

例 3  讨论向量组 1 2 3 4(1 1 1 1) (1 1 2 1) ( 2 3 1 2) (1 0= - - - = - =， ，， ， ， ，， ， ，，， ， ，，α α α α  

5 1)， 的线性相关性.  

解  令 1 1 2 2 3 3 4 4 0k k k k+ + + =α α α α ， 

即  1 2 3 4 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4( 2 3 2 5 2 ) 0k k k k k k k k k k k k k k k+ - + - - + + + + - + + + =， ， ， ， 

也即 

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

3 0

2 5 0

2 0

k k k k

k k k

k k k k

k k k k

+ - + =㊣
|- - + =|
㊣ + + + =|
|- + + + =㊣
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由于此方程组的行列式为 

2 1
3 1
4 1

1 1 2 1 1 1 2 1
0 1 1

1 1 3 0 0 0 1 1
1 3 4 0

1 2 1 5 0 1 3 4
2 0 2

1 1 2 1 0 2 0 2

r r
r r
r r

+
-
+

- -
- -

= =

-

，  

故齐次方程组有非零解，所以 1 2 3 4， ， ，α α α α 线性相关.  

例 4  设向量组 1 2 3， ，α α α 线性无关， 1 1 2 2 2 3= + = +，β α α β α α ， 3 3 1= +β α α ，试证向量
组 1 2 3， ，β β β 也线性无关.  

证  令 1 1 2 2 3 3 0k k k+ + =β β β ，即 

1 1 2 2 2 3 3 3 1( ) ( ) ( ) 0k k k+ + + + + =α α α α α α  

也就是 

1 3 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0k k k k k k+ + + + + =α α α ， 

因 1 2 3， ，α α α 线性无关，故有 

1 3

1 2

2 3

0

0

0

k k

k k

k k

+ =㊣
| + =㊣
| + =㊣

 

该方程组的系数行列式 
1 0 1

1 1 0 2 0,

0 1 1

= ≠  

故方程组只有零解 1 2 3 0k k k= = = ，所以 1 2 3， ，β β β 线性无关.  

定理 3.3  设向量组 1 2 m…， ， ，α α α 线性无关，而向量组 1 2 m…， ， ， ，α α α β 线性相关，则 β

能由 1 2 m…， ， ，α α α 线性表示，且表示式是唯一的.  

证  因 1 2 m…， ， ，α α α 线性相关，故有不全为 0的数 1 2 1m mk k k k +…， ， ， ， ，使得 1 1 2 2k k+ +α α  

1 1 0m m m mk k + ++ + =… α β ，若 1 0mk + = ，则 1 2 mk k k…， ， ， 不全为 0，且有 

1 1 2 2 0m mk k k+ + + =…α α α ， 

这与 1 2 m…， ， ，α α α 线性无关矛盾，故 1 0mk + ≠ ，因此， 

2 2
1 2

1 1 1

,m
m

m m m

kk k

l k k+ + +

㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣
= - + - + + -| | | | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣ ㊣

…β α α α  

即β 可由 1 2 m…， ， ，α α α 线性表示.  

再证唯一性 . 若 β 可表示为 1 1 2 2 m ml l l= + + +…β α α α 及 1 1 2 2 m ml l l′ ′ ′= + + +…β α α α ，则

1 1 1( ) ( ) 0m m ml l l l′ ′- + + - =…α α ，因 1 2 m…， ， ，α α α 线性无关，故有 ( 1 2 )i il l i m′= = …，， ， . 这就证

明了 β 由 1 2 m…， ， ，α α α 表示的唯一性.  

定理 3.4  若 1 2 r…， ， ，α α α 线性相关，则 1 2 1r m+… …， ， ， ， ，α α α α 也线性相关.  

证  因 1 2 r…， ， ，α α α 线性相关，故有 1 2 rk k k…， ， ， 不全为 0，使 1 1 2 2 0r rk k k+ + + =…α α α ， 

从而 1 1 2 2 10 0 0r r rk k k ++ + + + + + =… …α α α α α ，因为 1 2 0 0 0rk k k… …， ， ， ，，， ， 这 m个数

不全为 0，故 1 2 m…， ， ，α α α 线性相关.  

推论 1  若向量组中含有零向量，则此向量组线性相关.  
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推论 2  线性无关向量组的任意部分向量组也必线性无关.  

三、线性方程组、向量组、矩阵之间的联系 

非齐次线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…
…

… … … … …
…

                     （3.6） 

记 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ ㊣

…
…

… … … …
…

A  

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b

a a a b

㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ ㊣

…
…～

… … … … …
…

A  

那么 A和 ～A分别称为方程组（3.6）的系数矩阵和增广矩阵. 

若记 

11

21
1

1m

a

a

a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
α ，

12

22
2

2m

a

a

a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
α ，…，

1

2

n

n
n

mn

a

a

a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
α  

那么称 1 2 n…， ， ，α α α 为 A的列向量组. 记为 

1 2( ).n= …， ， ，A α α α  

若记 

1

2

n

x

x

x

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
X ，

1

2

n

b

b

b

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
B  

则方程组（3.6）可写为 

1 1 2 2 n nx x x+ + + =…α α α B  

或                           =AX B                    

方程组（3.6）相应的齐次线性方程组（3.4）可写为 

1 1 2 2 0n nx x x+ + + =…α α α  

或                           0=AX                    

建立了矩阵和向量组的关系后，可得到如下几个简单的结论. 

（1）方程组（3.6）（即 1 1 2 2 n nx x x+ + + =…α α α B）有解（不一定是唯一解）的充分必要条

件是 B可以由矩阵 A的列向量组 1 2 n…， ， ，α α α 线性表示. 
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（2）齐次线性方程组（3.4）（即 1 1 2 2 0n nx x x+ + + =…α α α ）有非零解的充分必要条件是向

量组 1 2 n…， ， ，α α α 线性相关. 

定理 3.5  设有两个向量组 

A：
T

1 2( ) 1 2j j j rja a a a j m= =… …， ， ， ， ，， ， ； 

B：
T

1 2 1,( ) 1 2j j j rj r jb a a a a j m+= =… …， ， ， ， ， ，， ， . 

即 jb 是由 ia 加上一个分量而得，若向量组 A线性无关，则向量组 B也线性无关.  

证  设 1 2 1 2( ) ( )m ma a a b b b= =… …， ， ， ， ， ， ，A B . 由于方程组 0=BX （也即 1 1 2 2x b x b+ +  

0m mx b+ =… ）的前 r个方程就是 0=AX 的 r个方程，故方程组 0=BX 的解一定是 0=AX 的解.  

因为向量组 A线性无关，所以 0=AX 只有零解，从而 0=BX 也只有零解，因此向量组 B

线性无关.  

推论  r 维向量组的每个向量添上 n r- 个分量，成为 n维向量组. 若 r 维向量组线性无

关，则 n维向量组亦线性无关. 反言之，若 n维向量组线性相关，则 r维向量组亦线性相关.  

定理 3.6  m×n 矩阵 A 的 m 个行向量（n 个列向量）线性相关的充分必要条件是
( ) ( ( ) )R m R n＜ ＜A A . 

证  若m n× 矩阵 A的m个行向量 1 2 m…， ， ，α α α 线性相关，则至少有一个向量（譬如 mα ）
可由其余 1m - 个向量线性表示，即 1 1 2 2 1 1m m mk k k - -= + + +…α α α α ，那么矩阵 A经有限次初等

行变换（ 1 1 2 2 1 1m m mr k r k r k r- -- - - -… ）后，A的第m行各元素都变为 0，故 ( )R m＜A .  

反之，若 ( )R r m= ＜A ，那么矩阵 A经有限次初等行变换后变成等价阶梯形矩阵 B，即 

r

m r-

「 ㊣
= | |
㊣ 」

A
A B

0
～ ， 

这说明矩阵 A 的 1( 1 )r r m+ + ＜ 行内至少有一个行向量是其余 r 个行向量的线性组合，故

1 2 m…， ， ，α α α 线性相关.  

由于 T( ) ( )R R=A A ，故上述证明对列向量组成立，即 ( )R n＜A .  

推论 1  当m n≤ 时，m个 n维向量线性无关的充分必要条件是它们所构成矩阵的秩等于m.  

推论 2  当m n＞ 时，m个 n维向量一定线性相关.  

事实上，设m个 n维向量构成矩阵 m n×A 因为 T( ) ( )R R n m= ＜A A ≤ ，由定理 3.5知，这m个

n维向量线性相关.  

由此可知，向量个数大于其维数的向量组必线性相关.  

推论 3  n个 n维向量线性无关的充分必要条件是它们所构成矩阵的行列式不等于零.  

推论 4  如果在m n× 矩阵 A中有一个 r阶子式 0r ≠D ，则含有 rD 的 r个行向量及 r个列

向量都线性无关；如果 A中所有 r阶子式都等于零，则 A的任意 r个行向量及任意 r个列向量

都线性相关.  

例 5  判断下列向量组的线性相关性.  

（1） 1 2 3 4(1 3 2) (0 2 1) (4 1 7) (3 4 5)= - = = =， ， ， ，， ， ，， ， ，，α α α α ； 

（2） 1 2 3(1 2 2 1) (2 1 2 2) (1 1 4 3)= = - - = - - -， ， ， ， ，， ， ， ， ， ，α α α .  

解  （1）因为向量组中所含向量的个数 4大于向量的维数 3，所以该向量组线性相关.  

（2）由于
1

2

3

1 2 2 1

2 1 2 2

1 1 4 3

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= = - -| | | |
| | | |- - -㊣ 」㊣ 」

A

α
α
α

～  
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1 2 2 1 1 2 2 1

0 3 6 4 0 3 6 4

0 3 6 4 0 0 0 0

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- - - - - -| | | |
| | | |- - -㊣ 」 ㊣ 」

～ ， 

得 ( ) 2 3R = ＜A ，故向量组 1 2 3， ，α α α 线性相关.  

习题 3.2 

1.已知向量 1 2 3 4(1 2 3) (3 2 1) ( 2 0 2) (1 2 4)= = = - =，， ， ， ， ， ，， ， ，，α α α α ，求 1 25 2+ -α α  

3 43 -α α .  

2.已知 1 2 3(2 5 1 3) (10 1 5 10) (4 1 1 1)= = = -， ，， ， ，，， ， ，， ，α α α ，且 3(α 1-α)+2(α 2+α)= 

5(α 3+α )，求向量α .  

3.将下列各题中向量β 表示为其他向量的线性组合.  

（1） 1 2 3(3 4 6) (1 0 1) (1 1 1) (0 1 1)= - = = = - -，， ， ， ， ， ，， ， ， ，β α α α ； 

（ 2） 1 2 3 4(2 1 5 1) (1 0 0 0) (0 1 0 0) (0 0 1 0)= - = = = =， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，， ，β ε ε ε ε  

(0 0 0 1)，，， . 

4.设有两个向量组 

1 11 12 1 1 2( ) ( )r m m m mra a a a a a= =… … …， ， ， ， ， ， ， ，α α ； 

1 11 1 1, 1 1 1 , 1( ) ( )r r n m m mr m r mna a a a a a a a+ += =… … … … …， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，β β . 证明：若 1 2， ，α α  

m…，α 线性无关，则 1 2 m…， ， ，β β β 也线性无关.  

5.设 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1= + = + = + = +， ， ，β α α β α α β α α β α α ，证明向量组 1 2 3 4， ， ，β β β β 线
性相关.  

6.设 1 2 3， ，α α α 线性无关，证明 

（1） 1 3 2 1 2 3+ - +， ，α α α α α α 线性相关； 

（2） 1 1 2 1 2 3+ + +， ，α α α α α α 线性无关.  

7.已知 1 2 3， ，α α α 线性无关，问 1 2 3k k k， ， 满足什么条件时， 1 2 2 2 3 3 1 1k k k+ + +，α α α α α 也
线性无关？ 

8.判断下列各向量组的线性相关性. 

（1） 1 2(2 3) ( 1 2)= = -， ， ，α α ； 

（2） 1 2 3(0 0 0) (1 2 3) (3 2 2)= = = -，， ， ，， ， ， ，α α α ； 

（3） 1 2 3 4(1 1 1) (0 2 1) (1 3 4) (4 1 2)= = - = =，， ， ，， ， ，， ， ，，α α α α ； 

（4） 1 2 3(1 1 1) (2 3 2) (2 1 3)= = = -，， ， ，， ， ，，α α α ； 

（5） 1 2 3(1 2 1 1) (2 3 4 5) (2 5 0 1)= - = - = - -， ，， ， ， ，， ， ， ，，α α α .  

9.设向量 β 可以由向量组 1 2 m…， ， ，α α α 线性表示，证明：表示法唯一的充分必要条件
是向量组 1 2 m…， ， ，α α α 线性无关.  

10.设 1 2 3 4， ， ，α α α α 线性相关，但其中任意三个向量都线性无关. 证明：必存在一组全不

为零的数 1 2 3 4k k k k， ， ， ，使得 1 1 2 2 3 3 4 4 0k k k k+ + + =α α α α .  
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第三节  向量组的秩 

一、向量组的等阶 

定义 3.6  设有两个 n维向量组 

1 2

1 2

r

s

…
…

： ， ， ，

： ， ， ，

A

B

α α α
β β β

                         （3.7） 

如果向量组 A中的每个向量都能由向量组 B中的向量线性表示，则称向量组 A能由向量组 B

线性表示. 如果向量组 A能由向量组 B线性表示，且向量组 B也能由向量组 A线性表示，则

称向量组 A与向量组 B等价.  

向量组之间的这种等价关系，反映到齐次线性方程组（一个向量对应一个方程）上来，

表明向量组 A与向量组 B所对应的两个齐次线性方程组是同解的.  

再者，如果向量组 A能由向量组 B线性表示，而向量组 B能由向量组 C线性表示，则向

量组 A能由向量组 C线性表示. 特别地，向量组 A能由自身线性表示.  

向量组之间的等价关系具有下述性质. 

（1）反身性：向量组 A与向量组 A自身等价； 

（2）对称性：若向量组 A与向量组 B等价，则向量线 B与向量组 A等价； 

（3）传递性：若向量组 A与向量组 B等价，向量组 B与向量组 C等价，则向量组 A与向

量组 C等价.  

二、向量组的秩 

定义 3.7  设有向量组 T，如果 

（1）在 T中有 r个向量 1 2 r…， ， ，α α α 线性无关； 

（2）T中任意 1r + 个向量（如果存在的话）都线性相关. 那么称 1 2 r…， ， ，α α α 是向量组T

的一个最大线性无关组，简称最大无关组；数 r称为向量组 T 的秩，记为 ( )R T . 并规定，只

有零向量的向量组的秩为零.  

向量组的最大无关组可能不止一个 . 例如，向量组 1 2(1 2 2) (2 3 3)= = -，， ， ， ， ，α α  

3 (4 1 7)= ，，α ，因 1 2，α α 线性无关，而 1 2 3， ，α α α 线性相关，故 1 2，α α 是向量组的一个最大无
关组. 同样可知 2 3，α α 或 1 3，α α 也是它的最大无关组.  

例 1  全体 n维向量构成的向量组记作 nR ，求 nR 的一个最大线性无关组及 nR 的秩.  

解  因为任意 1n + 个 n维向量都是线性相关的，所以任意 n个线性无关的 n维向量都是
nR 的最大无关组，故 nR 的秩等于 n .  

n维单位向量组 1 2 n…： ， ， ，E ε ε ε 是线性无关的，因此向量组 E是 nR 的一个最大无关组.  

性质 1  向量组线性无关的充分必要条件是它所含向量个数等于它的秩.  

性质 2  向量组与其最大无关组等价.  

事实上，设 1 2 r…： ， ， ，A α α α 是向量组 T的最大无关组. 因 ⊂A T ，显然，向量组 A能由

向量组 T 线性表示. 反之，任取 ∈α T ，当 ∈α A时，因 1 2 r…， ， ， ，α α α α 这 1r + 个向量线性
相关，而 1 2 r…， ， ，α α α 线性无关，所以α 能由 A组线性表示；而当 ∈α A时，α 当然能由 A组
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线性表示，总之，任取 ∈α T ，α 总能由 A组线性表示，即向量组T 能由向量组 A线性表示. 于

是向量组 A与向量组T 等价.  

定理 3.7  若向量组 1 2 r…： ， ， ，A α α α 能由向量组 1 2 s…： ， ， ，B β β β 线性表示，且向量组
A线性无关，则 r s≤ . 

推论 1  等价的线性无关向量组所含向量个数相等.  

推论 2  若向量组 A能由向量组 B线性表示，则向量组 A的秩不超过向量组 B的秩.  

推论 3  等价的向量组有相同的秩.  

推论 4  设在向量组 T中有 r个向量 1 2 r…， ， ，α α α ，满足： 

（1） 1 2 r…， ， ，α α α 线性无关； 

（2）任取 ∈α T ，α 能由 1 2 r…， ， ，α α α 线性表示.  

则 1 2 r…， ， ，α α α 就是向量组T 的一个最大无关组，数 r就是向量组T 的秩. 即 ( )R r=T .  

证  只要证明T 中任意 1r + 个向量线性相关即可. 在T 中任取 1r + 个向量 1 2 1r+…， ， ，β β β ，

由（2）知，该向量组可由向量组 1 2 r…， ， ，α α α 线性表示，从而 1 2 1( )rR r+…， ， ，β β β ≤ ，由性

质 1知向量组 1 2 1r+…， ， ，β β β 线性相关，故T 中任意 1r + 个向量线性相关.  

这个推论也是判断向量组 1 2 r…， ， ，α α α 是否为向量组T 的最大无关组的一个重要根据.  

三、向量组的秩与矩阵的秩 

定理 3.8  矩阵 A的秩等于 A的行（列）向量组的秩.  

证  设m n× 矩阵 A的行向量组为 1 2 m…， ， ，α α α ，以下证明 1 2( ) ( )mR R= …， ， ，A α α α .  

若 1 2( )mR m=…， ， ，α α α ，则 1 2 m…， ， ，α α α 线性无关，由定理 3.5的推论 1知， ( )R m=A . 

若 1 2( )mR r m= ＜…， ， ，α α α ，不妨设 1 2 r…， ， ，α α α 为其最大无关组. 设

1

2

r

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙

α
α

α

B ，由定理

3.5的推论 1知， ( )R r=B ，从而矩阵 B中有不等于零的 r阶子式，而 B包含在 A中，所以矩

阵 A中有不等于零的 r阶子式.  

下面证明矩阵 A中所有的 1r + 阶子式全为零.  

用反证法，假设矩阵 A中有一个 1r + 阶子式不等于零，由定理 3.5的推论 4可知，以这个

1r + 阶子式所在的行对应的 1r + 个行向量线性无关. 这与 1 2( )mR r=…， ， ，α α α 矛盾. 因此矩

阵 A中所有 1r + 阶子式全为零，由矩阵秩的定义知 ( )R r=A .  

同样可以证明，矩阵 A的列向量组的秩等于矩阵 A的秩.  

有了上述定理 3.8，我们求一个向量组 1 2 m…， ， ，α α α 的秩与最大无关组，就可以将这些向
量构成一个矩阵，用初等行变换将其化为行阶梯形矩阵，则其非零行的行数即为向量组的秩. 

例 2  设向量组 1 2 3 4(1 1 0 0) ( 1 2 1 1) (0 1 1 1) ( 1= - = - - = - = -， ， ， ， ， ，， ， ，，， ， ，α α α α  

3 2 1)，， ，求此向量组的秩及其一个最大无关组.  

解  矩阵 
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2 1

4 1

1

2

3

4

1 1 0 0

1 2 1 1

0 1 1 1

1 3 2 1

r r
r r
+
+

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- -| | | |= = ———→
| | | |-
| | | |

-㊣ 」㊣ 」

A

α
α
α
α

 

3 2

4 12

1 1 0 0 1 1 0 0

0 1 1 1 0 1 1 1
,

0 1 1 1 0 0 0 0

0 2 2 1 0 0 0 3

r r
r r
-
-

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- -| | | |———→
| | | |-
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

 

与 A等价的阶梯形矩阵有三个非零行，故 ( ) 3R =A ，且 1 2 4， ，α α α 为最大无关组（此时应注意，
若有调换行的初等行变换，求最大无关组时， iα 的下标 i应取初等变换前的行标）.  

例 3  证明 ( ) min{ ( ) ( )}R R R，AB A B≤ .  

证  设 =C AB，矩阵C 的列向量组能由矩阵 A的列向量组线性表示，据定理 3.6的推论

2及定理 3.7知， ( ) ( )R RC A≤ ，此时，矩阵C 的行向量组也可由矩阵 B的行向量组线性表示，

因此 ( ) ( )R RC B≤ ，从而 ( ) min{ ( ) ( )}R R R，AB A B≤ .  

例 4  设向量 β 可由向量组 1 2 1r r-…， ， ， ，α α α α 线性表示，但向量 β 不能由向量组 1 2， ，α α  

1r-…，α 线性表示，证明 1 2 1 1 2 1{ } { }r r rR R- -=… …， ， ， ， ， ， ， ，α α α α α α α β .  

证  由题意知 1 1 2 2 1 1r r r rk k k k- -= + + + +…β α α α α ，则 0rk ≠ ，反之，若 0rk = ，上式变成

1 1 2 2 1 1r rk k k - -= + + +…β α α α ，这与 β 不能由向量组 1 2 1r-…， ， ，α α α 线性表示的题设矛盾. 故

1 2 1
1 2 1

1 r
r r

r r r r

k k k

k k k k
-

-= - - - -…α β α α α ，因此，向量组 1 2 1r r-…， ， ， ，α α α α 与向量组 1 2 …， ， ，α α  

1r-，α β 等价，于是 1 2 1 1 2 1{ } { }r r rR R- -=… …， ， ， ， ， ， ， ，α α α α α α α β . 

下面用向量组与矩阵的关系证明如下定理.  

定理 3.9  线性方程组（3.6）有解的充分必要条件是 ( ) ( )R R= ～A A .  

证  若（3.6）有解，列向量 B 可由列向量组 1 2 n…， ， ，β β β 线性表示. 于是，向量组

1 2 n…， ， ，β β β 与向量组 1 2 n…， ， ， ，β β β b等价，从而有相同的秩，由此可知 ( ) ( )= ～R A R A . 反

之，若 ( ) ( )R R r= =～A A ，即向量组 1 2 n…， ， ， ，β β β b与向量组 1 2 n…， ， ，β β β 有相同的秩，不妨
设 1 2 n…， ， ， ，β β β b的一个最大无关组. 于是 B可由 1 2 r…， ， ，β β β 线性表示，从而 B可由向量

组 1 2 n…， ， ，β β β 线性表示，所以方程组（3.6）有解.  

习题 3.3 

1.设有三个同维数的向量组 1 2 1 2 3 1 2 3： ， ； ： ， ， ； ： ， ，A B Cα α β β β γ γ γ . 向量组 A可由向

量组 B线性表示，向量组 B可由向量组 C线性表示，其表达式分别为 

1 1 2 3

2 1 2 3

3

2 4

= - +㊣
㊣ = + +㊣

α β β β
α β β β

    
1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

2 5

3

4

= + -㊣
| = + +㊣
| = - + -㊣

β γ γ γ
β γ γ γ
β γ γ γ

 

求向量组 A由向量组 C线性表示的表达式.  

2.如果向量组 1 2 s…， ， ，α α α 中 1 2 r…， ， ，α α α 线性无关，且 1 2 1r r+…， ， ， ，α α α α 线性相关，

问 1 2 r…， ， ，α α α 是否为 1 2 s…， ， ，α α α 的一个最大无关组？ 
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3.求下列向量组的秩，并求一个最大无关组. 

（1） 1 2 3(1 2 3 4) (9 11 20 5) (2 4 6 8)= = =，，， ， ， ， ， ， ，，，α α α ； 

（2） 1 2 3 4(1 1 1) (1 1 0) (1 0 0) (1 2 3)= = = = -，， ， ，， ， ，， ， ，，α α α α ； 

（3） 1 2 3 4(1 1 2 4) (0 3 1 2) (2 1 5 6) (1 1 2 0)= - = = = -， ，， ， ，，， ， ，，， ， ， ，，α α α α .  

4.设 1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2s s= = + = + + = + + +… …， ， ， ，β α β α α β α α α β α α α ，证明向量组

1 2 s…， ， ，α α α 与向量组 1 2 s…， ， ，β β β 有相同的秩.  

5.证明秩为 ( 0)r r ＞ 的向量组 1 2 n…， ， ，α α α 中任意 r 个线性无关的向量一定是这个向量

组的一个最大无关组.  

6.设 A、 B为同阶矩阵，且 A为可逆矩阵，证明： ( ) ( ) ( )R R R= =AB BA B .  

第四节  线性方程组解的结构 

设有 n元齐次线性方程组 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0.

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…
…

… … … … …
…

，

，
                    （3.8） 

其矩阵形式为 0=AX ，其中 A为系数矩阵，而 

1

2

n

x

x

x

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
X ， 

若 1 1 2 2 n nx k x k x k= = …， ， ， 为方程组（3.8）的解，则称 

1

2

n

k

k

k

「 ㊣
| |
| |= =
| |
| |
㊣ 」

︙
X ξ  

为（3.8）的解向量，它也是 0=AX 的解.  

齐次线性方程组的解向量具有下列性质.  

性质 3  若 1=X ξ ， 2=X ξ ，为（3.8）的解向量，则 1 2= +X ξ ξ 也是（3.8）的解向量.  

证  因为 

1 2 1 2( ) 0 0 0+ = + = + =A A Aξ ξ ξ ξ ， 

所以 1 2= +X ξ ξ 是（3.8）的解向量.  

性质 4  若 =X ξ 是（3.8）的解向量， k为实数，则 k=X ξ 也是（3.8）的解向量.  

证  因为 ( ) 0k k= = =A A k0ξ ξ ，所以 k=X ξ 是（3.8）的解向量.  

综合以上两个性质可知，齐次线性方程组（3.8）的解向量的线性组合仍是它的解向量. 所

以，如果齐次线性方程组（3.8）有非零解，那么它一定有无穷多个解. 为了使这无穷多个解

能由有限个解表示出来，我们希望能找到齐次线性方程组（3.8）的全体解向量构成的向量组

的最大无关组，即齐次线性方程组（3.8）的基础解系.  



 

 

84

定义 3.8  如果齐次线性方程组（3.8）的一组解向量 1 2 t…， ， ，ξ ξ ξ 满足 

（1） 1 2 t…， ， ，ξ ξ ξ 线性无关； 

（2）齐次线性方程组（3.8）的任意一个解向量都可以由 1 2 t…， ， ，ξ ξ ξ 线性表示，则称

1 2 t…， ， ，ξ ξ ξ 是（3.8）的基础解系，它实际上就是（3.8）的所有解向量构成的向量组的最大

无关组.  

如果 1 2 t…， ， ，ξ ξ ξ 为方程组（3.8）的基础解系，且齐次线性方程组（3.8）的所有解向量

构成的集合用 { }S ξ 表示，那么， 

1 1 2 2 1 2{ |r r rk k k k k k= = + + +… …， ， ，ξ ξ ξ ξS 为任意实数}， 

这表示， { }S ξ 是一个 r维向量空间，它称为方程组（3.8）的解空间，而方程组（3.8）的

基础解系 1 2 r…， ， ，ξ ξ ξ 就是解空间的一个基. 为了求出（3.8）的全部解，只需求出（3.8）的

基础解系.  

下面我们给出求基础解系的方法.  

定理 3.10  对于齐次线性方程组（3.8），若 ( )R r n= ＜A ，则（3.8）必有基础解系，且基

础解系中含有 n r- 个解向量.  

证  因为 ( )R r=A ，不妨设 A经初等行变换后化成如下阶梯形矩阵 

11 12 1 1 1 1

22 2 2 1 2

1 1

0

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r r n

r r n

rr rr rn

c c c c c

c c c c

c c c

+

+

+

「 ㊣
| |
| |
| |
| |= | |
| |
| |
| |
| |㊣ 」

… …
… …

……………………………………
… …
… …

……………………………………
… …

A ， 

其中 0( 1 2 )iic i r≠ = …，， ， ，与 1A 对应的方程组为 

11 1 12 2 1 1, 1 1 1

22 2 2 2, 1 1 2

, 1 1

r r r r n n

r r r r n n

rr r r r r rn n

c x c x c x c x c x

c x c x c x c x

c x c x c x

+ +

+ +

+ +

+ + + = - -㊣
| + + = - -|
㊣
|
| = - -㊣

… …
… …

…
…

              （3.9） 

显然（3.8）与（3.9）同解. 在（3.9）中 1 2r r nx x x+ + …， ， ， 为自由未知量，任给 1 2r r nx x x+ + …， ， ，

一组值，就唯一确定 1 2 rx x x…， ， ， 的值，从而得到（3.9）的一个解，亦即（3.8）的解. 令

1 2r r nx x x+ + …， ， ， 取下列 n r- 组数 

1

2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

r

r

n

x

x

x

+

+

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | | | |
| | | | | | | |=
| | | | | | | |
| | | | | | | |

㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

…
︙ ︙ ︙ ︙

， ， ， ， 

分别代入方程组（3.9），依次可得 

1,1 11 12

2,2 21 22

,1 2

n r

n r

r n rr r r

bx b b

bx b b

bx b b

-

-

-

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| || | | | | |
| || | | | | |=
| || | | | | |
| || | | | | |
| |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

…
︙︙ ︙ ︙

， ， ， ， 
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从而得到方程组（3.8）的 n r- 个解向量 

11 12 1,

21 22 2,

1 2 ,
1 21 0 0

0 1 0

0 0 1

n r

n r

r r r n r
n r

b b b

b b b

b b b

-

-

-
-

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |= = =| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

︙ ︙ ︙

…

︙ ︙ ︙

， ， ，ξ ξ ξ . 

容易看出 1 2 n r-…， ， ，ξ ξ ξ 线性无关. 下面再证（3.8）的任一解 

1

1

r

r

n

l

l

l

l

+

「 ㊣
| |
| |
| |
= | |
| |
| |
| |
| |㊣ 」

︙

︙

ξ  

都可由 1 2 n r-…， ， ，ξ ξ ξ 线性表示. 为此作向量 1 1 2 2r r n n rl l l+ + -= + + +…η ξ ξ ξ ，由于 1 2 n r-…， ， ，ξ ξ ξ
是（3.8）的解，故η是（3.8）的解. 比较η与ξ ，知它们的后 n r- 个分量对应相等，由于它

们都满足（3.9），从而知它们的前 r个分量亦必对应相等（方程组（3.9）表明任一解的前 r个

分量由后 n r- 个分量唯一地确定），因此 =ξ η ，即 1 1 2 2r r n n rl l l+ + -= + + +…ξ ξ ξ ξ ，这就证明了

1 2 n r-…， ， ，ξ ξ ξ 是方程组（3.8）的一个基础解系.  

齐次线性方程组（3.8）的基础解系是不唯一的，它的任何 n r- 个线性无关的解向量均可
构成它的一个基础解系，其中 r为系数矩阵的秩， n为未知量的个数.  

综上所述，（1）当 ( )R r n= =A 时，齐次线性方程组（3.8）只有零解，这时没有基础解系；

（2）当 ( )R r n= ＜A 时，齐次线性方程组（3.8）有无穷多个解，其全部解（称为通解）可表示

为 1 1 2 2 n r n rk k k - -= + + +…ξ ξ ξ ξ ，其中 1 2 n r-…， ， ，ξ ξ ξ 是（3.8）的一个基础解系， 1 2 n rk k k -…， ， ，

为任意实数.  

例 1  解方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

3 0

2 3 0

x x x x

x x x x

x x x x

- - + =㊣
| - + - =㊣
| - - + =㊣

 

解  对系数矩阵 A作初等行变换化为行阶梯形矩阵 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 3 0 0 2 4 0 0 1 2 .

1 1 2 3 0 0 1 2 0 0 0 0

- - - - - -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= - - - -| | | | | |
| | | | | |- - -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

A ～ ～  

因 ( ) 2 4R = ＜A ，所以方程组有无穷多个解，且由行阶梯形矩阵得到与原方程组同解的方程组 

1 3 2 4

3 42

x x x x

x x

- = -㊣
㊣ =㊣

 



 

 

86

取
12

34

1 0 1 1

0 1 0 2

xx

xx

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
= =| || | | | | | | | | |
㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」 ㊣ 」

， ，得 ， ，则 

1 2

1 1

1 0

0 2

0 1

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |= =
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

，ξ ξ  

为一个基础解系，故方程组的通解为 1 1 2 2k k= +X ξ ξ （ 1 2k k， 为任意实数）.  

下面讨论非齐次线性方程组的解的结构.  

非齐次 n元线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…
…

… … … … …
…

                  （3.10） 

其中常数项 ( 1 2 )ib i m= …，， ， 不全为零. 其矩阵形式为 

=AX B，                            （3.11） 

其中 A为系数矩阵 T T
1 2 1 2( ) ( )n mx x x b b b= =… …， ， ， ， ， ， ，X B .  

将（3.10）的常数项换成零，其他项不变，就得到相应的齐次线性方程组（3.8），于是称

（3.8）为（3.10）的导出组，其矩阵形式为 0=AX . 同样，我们称（3.11）的解

1

2

n

x

x

x

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

︙
X 为（3.10）

的解向量，简称解.  

方程组（3.10）与其导出组有着密切的联系，它们的解向量之间具有下列性质.  

性质 5  若 1 2= =，X Xη η 是（3.11）的解向量，则 1 2= -X η η 是其导出组（3.8）的解向量.  

证  由 1 2= =，A B A Bη η 知 1 2 1 2( ) 0- = - = - =A A A B Bη η η η ，故 1 2-η η 是（3.8）的解

向量.  

性质 6  若 =X η是（3.11）的解向量， =X ξ 是（3.8）的解向量，则 = +X ξ η仍是（3.11）

的解向量.  

证  由 0= =，A B Aη ξ 知 ( ) 0+ = + = + =A A A B Bξ η ξ η ，故 +ξ η是（3.11）的解向量.  

定理 3.11  设 0=X η 是（3.10）的一个特解， =X ξ 是其导出组（3.8）的通解，则 0= +X ξ η

是（3.10）的通解.  

证  首先，由性质 4可知 0= +X ξ η 是方程组（3.10）的解向量.  

其次，（3.10）的任意一个解向量 =X η都可表示成 0 0+ξ η ，其中 0ξ 是（3.8）的一个解向

量. 这是因为 0 0( )= - +η η η η ，令 0 0= -ξ η η ，由性质 3可知 0ξ 是（3.8）的一个解向量.  

因为 =X ξ 是（3.8）的通解，所以（3.10）的任意一个解向量都包含在 0= +X ξ η 中，这
就证明了 0= +X ξ η 是（3.10）的通解.  

结合齐次线性方程组的通解结构，可以知道，若 0=X η 是（3.10）的一个特解，向量组

1 2 n r-…， ， ，ξ ξ ξ 是其导出组（ 3.8）的一个基础解系，则（ 3.10）的通解可表示为

1 1 2 2 1 0n n rk k k - -= + + + +…X ξ ξ ξ η ，其中 1 2 n rk k k -…， ， ， 为任意实数.  
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例 2  求解方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1

3 3 4 4

5 9 8 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ - - =㊣
| - - + =㊣
| + - - =㊣

 

解  对增广矩阵施行初等行变换化成行阶梯形矩阵 
1 1 3 1 1

( ) 3 1 3 4 4

1 5 9 8 0

- -「 ㊣
| |= = - -| |
| |- -㊣ 」

A A B ～  

1 1 3 1 1 1 1 3 1 1

0 4 6 7 1 0 4 6 7 1 ,

0 4 6 7 1 0 0 0 0 0

- - - -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- - - -| | | |
| | | |- - -㊣ 」 ㊣ 」

～  

因 ( ) 2 4R = ＜A ，故方程组有无穷多个解，并且由行阶梯形矩阵得到与原方程组同解的方程组 

1 2 3 4

2 3 4

3 1

4 6 7 1

x x x x

x x x

+ = + +㊣
㊣ = + -㊣

 

令
3

4

0

0

x

x

「 ㊣ 「 ㊣
=| | | |
㊣ 」㊣ 」
，得

1

2

5

4
1

4

x

x

「 ㊣
| |「 ㊣
= | || |
| |㊣ 」 -| |㊣ 」

故 0

5

4
1

4
0

0

「 ㊣
| |
| |
| |-= | |
| |
| |
| |㊣ 」

η  

为原方程组的一个特解. 在对应的齐次线性方程组 

1 2 3 4

2 3 4

3

4 6 7

x x x x

x x x

+ = +㊣
㊣ = +㊣

 

中，取 

3

4

1 0

0 1

x

x

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
=| | | | | |
㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

， ， 

得出 

1

2

x

x

「 ㊣
=| |

㊣ 」

3 3

2 4
3 7

2 4

「 ㊣ 「 ㊣-| | | |
| | | |
| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

，  

则 

1 2

3 3

2 4
3 7

2 4
1 0

0 1

「 ㊣ 「 ㊣-| | | |
| | | |
| | | |= =| | | |
| | | |
| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

，ξ ξ  

为导出组的基础解系，从而原方程组的通解为 1 1 2 2 0k k= + +X ξ ξ η （ 1 2k k， 为任意实数）.  
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习题 3.4 

1.求解下列非齐次线性方程组 

（1）

1 2 3

1 2 3

1 2

4 2 2

3 2 10

11 3 8

x x x

x x x

x x

+ - =㊣
| - + =㊣
| + =㊣

        （2）

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 0

2 4 5

3 8 2 13

4 9 6

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + =㊣
| - + = -|
㊣ + - =|
| - + = -㊣

 

（3）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

4 2 2 2

2 1

x x x x

x x x x

x x x x

+ - + =㊣
| + - + =㊣
| + - - =㊣

     （4）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

3 2 3 4

4 3 5 2

x x x x

x x x x

x x x x

+ - + =㊣
| - + - =㊣
| + - + = -㊣

 

2.设

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(2 ) 2 2 1

2 (5 )2 4 2

2 4 (5 ) 1

x x x

x x x

x x x

λ
λ

λ λ

- + - =㊣
| + - - =㊣
|- - + - = - -㊣

 

问λ取何值时，此方程组有唯一解、无解或有无穷多解？并在有无穷多解时求其通解.  

3.已知线性方程组 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5

3 2 3 4

2 6 11

5 4 3 3 14

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + + + =㊣
| + + + - =|
㊣ + + + + =|
| + + + - =㊣

 

有一个解 * (1 1 1 1 1)′= ，，，，η ，求它的通解.  

4.已知

1

0

3

4

-「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

η 是齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

2 3 2 0

x x x x

x x x x

+ - + =㊣
㊣ - + - =㊣

 

的一个解，试求方程组的一个包含η的基础解系.  

5.设 1 2 3， ，α α α 是某齐次线性方程组的一个基础解系，证明 1 2 2 3 3 1+ + +， ，α α α α α α 也是
它的一个基础解系.  

6.设四元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为 3， 

（1）已知 1 2，η η 为它的两个解，求它的通解； 

（2）设 1 2 3， ，η η η 是它的三个解，且 

1 2 3

2 1

3 2

4 3

5 4

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |= + =
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

， ，η η η  

求它的通解.  
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第五节  运用矩阵运算讨论线性方程组的解 

设线性方程组为 =AX b，其中， A为m n× 矩阵， X 为 1n× 矩阵， b为 1m× 矩阵. 

由线性代数理论，以及运用行初等变换求解法已经证明. 

1.当 ( ) ( )R R≠ ，A A b 时，线性方程组无解； 

2.当 ( ) ( )R R= ，A A b 时，线性方程组有解. 

对有解情形，利用矩阵运算讨论如下. 

1. ( )m n R= = A 时， 1-A 存在 

由 =AX b，有 1 1- -=A AX A b，即 1-=X A b这一结果，事实上就是利用克莱姆法则求出线

性方程组的唯一解. 

2.m n＜ 时，求出 ( )R A . 

（1） ( )R m n= ＜A 时，不失一般性，可令 ( )= ，A B N ，B为m m× 的满秩矩阵， 1-B 存在. 

由 =AX b，有 ( , ) B

N

㊣ ㊣
= =| |
㊣ ㊣

X
B N b

X
，即 B N+ =BX NX b . 

以 1-B 左乘上式两边，得 1 1
B N

- -+ =B BX B NX b，即 1 1
B N

- -= -X B b B NX . 上式中，取 NX

为自由未知变量，可知线性方程组 =AX b有无数组解. 

（2）当 ( )R m＜A 时，方程组 =AX b中有多余的方程，共 ( )m R- A 个. 去掉这些多余的方

程后，求解问题归结为前述（1）的情形. 

（3）当m n＞ 时，方程组 =AX b对应的增广矩阵 ( )，A b 的行向量线性相关. 这时，可求出

其一个极大性无关组，其对应的方程组 1 1=A X b 与原方程组 =AX b同解，且不再含多余的

方程. 

1 1=A X b 中，令 1 1 1( )= ，A B N ，
1

1

B

N

㊣ ㊣
= | || |
㊣ ㊣

X
X

X
. 

① 1( )R n＜A 时，有
1

1

1 1 1( )
B

N

b
㊣ ㊣

=| || |
㊣ ㊣

，
X

B N
X

， 1
1
-B 存在. 

由
1 11 1 1B N+ =B X N X b ，有

1 1

1 1
1 1 1 1B N
- -= -X B b B N X ，为自由未知量. 此时，方程组 1 1=A X b

有无数组解，原方程组 =AX b也有无数组解. 

② 当 1( )R n=A 时，为用克莱姆法则求解情形，方程组有唯一解. 

注： ( ) ( )R R= ，A A b 时，不会出现 1( )R n＞A 的情形. 

第六节  线性代数在电磁理论中的应用 

电磁场理论中，宏观电磁场理论的电荷守恒定律、库仑定律、安培定律、法拉第定律、

麦克斯韦方程组，以及静态电磁场、时变电磁场、电磁波的辐射、电磁波的传播等方面的研

究，都离不开线性代数的矢量代数运算、矩阵运算、矢量的微分运算、积分运算等数学方法. 
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一、矢量微分运算 

矢量的模和方向保持不变的矢量成为常矢量；反之，模或方向变化的矢量成为变矢量.对

于定义区间 1 2[ ]t t t∈ ， 中每一个 t值，如果有唯一确定的矢量 ( )tF 与之对应，则称在该区域上定

义了一个矢量函数. 因此，可以应用数学分析的方法来研究矢量函数的有关性质. 

矢量函数 1 2( ) [ ]t t t t∈， ，F ，如果
0 0

d ( ) ( )
lim lim

d t t

t t t

t t tΔ Δ

Δ + Δ -
= =

Δ Δ
F F F F

→ →
极限存在，则称此矢量

函数 ( )tF 在 t处可导，
d

dt

F
为该点的导矢量. 在一般情况下，矢量的增量ΔF 不一定与矢量F的

方向相同. 如果F是一个常矢量，则
d

dt

F
等于零. 如果矢量函数的一阶导矢量

d

dt

F
仍然是一个

矢量函数，则还可以求出高阶导矢量. 从几何上不难发现，相关联的
d

dt

F
是与矢量末端轨迹曲

线在 t处切线. 

有了矢量函数微分的定义，就可以直接得到矢量函数微分运算的有关公式. 为了方便查

阅，这里给出其中一部分经常使用的公式. 
d

0(
d
d d

(
d d

d d d
(

d d d
d( ) d d

d d d
d( ) d d

d d d

C
t
k

k k
t t

f f
f f

t t t
u v u v

v u
t t t

u v u v
v u

t t t

㊣ =|
|
| =|
||

= +㊣
|
| ·

= · + ·|
|

×| = × + ×|㊣

为常矢量）

为常数）

为标量函数）

C

F F

F F
F  

二、场的概念 

从物理学角度看，场是弥散于空间一定区域的特殊物质，是物质存在的一种基本形式，

如引场力、电场、磁场等. 场的物理性质可以用定义在该空间区域的某些物理量描述，这些量

是空间坐标和时间的函数，它们随时间的变化描述了场的运动特性. 如果在空间区域内定义的

量是标量，则称该场为标量场；如果是矢量，则称该场为矢量场. 如果定义的量与时间无关，

成为静态场，反之为时变场. 由于时变场在某个确定时刻的空间分布等同于该空间上的非时变

场，因此本章后续只针对非时变场讨论，这些结果同样可以应用于时变场. 

从数学上看，场是定义在确定空间区域上的函数. 静态标量和矢量场分别用函数 ( )u x y z， ，

和 ( )F x y z， ， 表示，时变标量场和矢量场可分别用 ( )u x y z t， ，， 和 ( )x y z t， ，，F 表示. 

在直角坐标系中，矢量场又可以表示为 
3

1

ˆ( ) ( ) ( 1 2 3)i
i

x y z t x y z t i
=

= =∑， ，， ， ，， ，，iF e F  

其中， ( )i x y z t， ，，F 为矢量场 ( )x y z t， ，，F 在正交曲线坐标系第 i坐标轴 1 2 3i =（ ，， 分别与  

x y z， ， 轴对应）上的投影或分量，其数值为 
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( ) | ( ) | cosi ix y z t x y z t θ=， ，， ， ，，F F  

其中 iθ 为矢量F与单位坐标矢量 îe 的夹角. 因此，一个矢量场实际上包含了三个标量场. 

三、导体系的电位与电位系数 

线性介质中导体的电位为常数，并且在确定参考电位的情况下，同一导体的电位与其所

带电荷量之间存在简单的线性关系. 如孤立导体，电位φ与电荷量之比满足： pqφ = . 这说明

对于线性介质中几何形状一定的导体，电位与所带电荷量之间存在简单的线性关系，不因电

荷量的改变而改变. 但不同几何形状的导体，电位与电荷量的比值不同. 如带等量电荷的导体

球和圆盘对于相同参考点的电位不同，因此比例系数是导体几何形状的函数. 

如果线性介质中存在多个导体，导体系中各导体的电位与其所带电荷之间的关系又如何

呢？例如把一带负点的导体 B移近带电导体 A，导体 A和 B电荷分布发生改变，导体 A电位

也将下降. 由此可见，当存在多个导体时，某个导体的电位不仅与其自身带电量的多少有关，

还与周围其他导体的位置和所带电量有关. 

为了得到导体系中各导体所带电荷与电位之间的关系，设线性介质空间中有 n个带电导

体，导体 i的带电量为 iq . 线性介质导体系中各导体的电位与各个导体所带电荷之间的关系，

可通过如下方式得到：在导体系中首先给导体 k独立充电到电荷量为 kq ，而其余导体均不带

电. 根据导体电位的特性，各个导体上的电位均为空间电场自参考点至该导体表面任意点的路

径积，且积分与路径选择无关，仅与参考点和导体表面任意点有关. 另外，当空间导体系的位

置确定后，空间的电场正比于导体 k所带的电荷量 kq . 因此，导体系中各导体有正比于电荷 kq

的电位. 导体 j的电位可以表示为 
( 1 2 )jk jk kp q j k nφ = = …， ，， ，  

当整个导体系中每个导体均带电荷，且导体 i的带电量为 iq 时，根据线性叠加原理，导体

j上的电位为导体系中所有导体所带电荷在导体 j上产生电位的叠加，即 

1 1

( 1 2 )
n n

j jk jk k
k k

p q j k nφ φ
= =

= = =∑ ∑ …， ，， ， . 

应用矩阵表示如下 

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

1 2

n

n

n n n nn n

p p p q

p p p q

p p p q

φ
φ

φ

㊣ ㊣ ㊣ ㊣㊣ ㊣
| | | || |
| | | || |=| | | || |
| | | || || | ㊣ ㊣㊣ ㊣㊣ ㊣

…
…

︙ ︙ ︙ … ︙ ︙
…

， 

其中 

( 1 2 3 )j
jk

k

p j k n
q

φ㊣ ㊣
= =| |
㊣ ㊣

…， ，，， ，  

称为电位系数， kkp 称为自电位系数， ( )ikp i k≠ 称为互电位系数. 它们只与导体系的形状和空

间位形结构有关，与导体系中导体的带电量、电位无关，如果球的导体系电位系数，则可以

计算出导体系中各导体所带电荷产生的电位. 

仅从上面列举三部分内容的表述中，已经可以看到能代表很多物理量的矢量、矢量函数

的工具性的一面，也凸显出矩阵、矩阵运算在表现各个物理量之间的线性叠加关系的方便、

简明之处. 
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第三章自测题 

一、单项选择题 

1.已知 n个向量 1 2 n…， ， ，α α α 线性无关，从这个向量组中去掉一个向量 nα ，剩下的 1n -

个向量（    ）. 

A.线性相关              B.线性无关 

C.和原向量组等价        D.无法确定其线性关系 

2.在一组秩等于 n的 n维行向量组中，加入一个 n维行向量组，得到的向量组的秩（    ）. 

A.等于 1n +                B.等于 1n -  

C.等于 n                 D.无法确定 

3.对于向量组 1 2 r…， ， ，α α α ，因为有 

1 20 0 0 0rα α α+ + + =… ， 

则 1 2 r…， ， ，α α α 是（    ）向量组. 

A.全为零向量         B.线性相关   

C.线性无关         D.任意 

4.下列命题正确的是（    ）. 

A.不含零向量的向量组一定线性无关 

B.线性相关的向量组中必含有两个向量，它们的分量成比例 

C.由一个非零向量组成的向量组必线性无关 

D.两个 n维向量组秩相等必等价 

5.设 A为 n阶方阵且 | | 0=A ，则（    ）. 

A. A中必有两行（列）元素对应成比例 

B. A中至少有一行（列）元素全为零 

C. A中至少有一行向量是其余各行向量的线性组合 

D. A中每一行向量都是其余各行向量的线性组合 

6.下列向量线性相关的是（    ）. 

A. (1 1 1)，， ， (1 1 0)，， ， (1 0 0)，，  

B. (2 1 0)，， ， ( 1 3 1)- ，， ， (5 2 0)，，  

C. (7 4 1)，， ， ( 2 1 2)- ，， ， (3 6 5)，，  

D. ( 1 3 8)- ，， ， ( 2 0 5)- ，， ， (2 1 9)，，  

7.若条件（    ）满足，则矩阵 A的秩等于 r . 

A. A中有 r阶子式不等于零 

B. A中任意 1r + 阶子式等于零 

C. A中不等于零的子式阶数小于等于 r  

D. A中不等于零的子式的最高阶数等于 r  

8.设矩阵 A和 B等价， A有一个三阶子式不等于零，则 B的秩（    ）. 

A.小于 3      B.等于 3      C.大于等于 3     D.小于等于 3 

9. n阶方阵 A是可逆矩阵的充要条件是（    ）. 
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A. A的每一行都不为零        B. 0≠A  

C. A中行向量两两线性无关    D. A的秩等于 n  

10.向量组的 1 2 r…， ， ，α α α 秩为 r的充要条件是（    ）. 

A.向量组不含零向量 

B.向量组没有两个向量的对应分量成比例 

C.向量组有一个向量不能由其余向量线性表出 

D.向量组线性无关 

11. A是 3阶方阵， *A 是其伴随， A的所有 2阶子式都等于零，则（    ）. 

A. ( ) 0r A ≤ ， *( ) 0r =A         B. *( ) 1 ( ) 0r r= =，A A  

C. ( ) 0r A ≤ ， *( ) 1r =A          D. ( ) 2r =A ， *( ) 1r =A  

12.A是 n阶方阵， | | 0≠A ，则（    ）. 

A.A的 n个行向量线性无关 

B.A的某一行向量可用其余行向量线性表出 

C.A的任一行向量均可用其余行向量线性表出 

D.A的秩小于 n  

13.一个 n维向量组 1 2 ( 1)s s ＞…， ， ，α α α 线性相关的充要条件是（    ）. 

A.含有零向量 

B.有两个向量的元素对应成比例 

C.有一个向量是其余向量的线性组合 

D.每一个向量是其余向量的线性组合 

14.矩阵 A适合条件（    ）时，它的秩等于 r . 

A.A中任意 1r + 个列向量线性相关 

B.A中任意 r个列向量线性相关 

C.A中有 r个列向量线性无关 

D.A中线性无关的列向量有 r个，但容易 1r + 个列向量线性相关 

15.若矩阵 A和 B秩相同，则（    ）. 

A.它们必等价 

B.若 A和 B行列数分别相同，则 A和 B等价 

C.A和 B都能通过初等变换化为单位矩阵 

D.存在可逆矩阵 ，P Q，使 =B PAQ  

16.设 1 2 3， ，α α α 是齐次线性方程组 0=AX 的基础解系，下列向量中不能构成 0=AX 的

基础解系是（    ）. 

A. 1 1 2 1 2 3+ + +， ，α α α α α α     B. 1 2 1 2 3+ -， ，α α α α α  

C. 1 2 2 3 3 1- - -， ，α α α α α α      D. 1 2 2 2 32 2- +， ，α α α α α  

17. 0=AX 是 n元线性方程组，已知 A的秩为 r n＜ ，则下列结论正确的是（    ）. 

A.该方程组只有零解      B.该方程组有 r个线性无关的解 

C.该方程组有 n r- 个解     D.该方程组有 n r- 个线性无关的解 

18.非齐次线性方程组 =AX B中，A 和增广矩阵 ～A的秩都等于 4，A 是 4 6× 矩阵，则
（    ）. 
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A.方程组有唯一一组解     B.方程组有无穷多组解 

C.方程组无解       D.无法确定方程组是否有解 

19.方程组
1 2 3

1 2 3

3 2 0

2 6 4 0

x x x

x x x

- + =㊣
㊣- + - =㊣

的一组基础解系由（    ）个向量组成. 

A.1          B.2          C.3          D.4 

20.设 1 2，ξ ξ 是齐次线性方程组 0=AX 的解， 1 2，η η 是非齐次线性方程组 =AX B的解，

则（    ）. 

A. 1 12 +ξ η 为 0=AX 的解       B. 1 2+η η 是 =AX B的解 

C. 1 2+ξ ξ 为 0=AX 的解        D. 1 2-η η 是 =AX B的解 

二、解答题 

1.设向量组 1 2 3， ，α α α 线性相关，向量组 2 3 4， ，α α α 线性无关，问：（1） 1α 能否由 2 3，α α
线性表示？证明你的结论；（2） 4α 能否由 1 2 3， ，α α α 线性表示？证明你的结论.  

2.设向量组 1 2 m…， ， ，α α α 线性无关，β 1 可以由向量组 1 2 m…， ， ，α α α 线性表示，而β 2
不能由向量组 1 2 m…， ， ，α α α 线性表示. 证明：向量组 1 2 1 2m +…， ， ， ，α α α β β 线性无关.  

3.设 4α 不能由 1 2，α α 线性表示，但能由 1 2 3， ，α α α 线性表示，证明： 

（1） 3α 可以由 1 2 4， ，α α α 线性表示； 

（2） 3α 不能由 1 2，α α 线性表示.  

4.设齐次线性方程组 0=AX 有非零解，其中 A是三阶方阵. 证明：若向量组 1 2 3： ， ，B β β β

可由 A的列向量组线性表示，则向量组 B线性相关.  

5. t取何值时，向量组 (1 1 0) (1 3 1) (5 3 )t-，， ， ，， ， ，， 线性相关？线性无关？ 

6.求矩阵

1 3 2 5 4

1 4 1 3 5

1 4 2 4 3

2 7 3 6 13

-㊣ ㊣
| |
| |=
| |
| |

-㊣ ㊣

A 的秩. 

7. 1 2 3b b b， ， 满足什么关系时，下列方程组有解？ 

1 2 3 1

1 3 2

1 2 3 3

2

2 3

x x x b

x x b

x x x b

+ + =㊣
| + =㊣
| + + =㊣

 

8.已知 A是 n阶方阵（ 2n≥ ），试证： 

*

( )

( ) 1 ( ) 1

0 ( ) 1

n R n

R R n

R n

=㊣
|= = -㊣
| ＜ -㊣

， 当 时

， 当 时

， 当 时

A

A A

A

 

9.已知行列式 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

0

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

= ≠D  

ijA 是 D中元素 ija 的代数余子式，试证： 
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（1） T
11 12 13 14( )， ， ，A A A A 是齐次线性方程组 

21 1 22 2 23 3 24 4

31 1 32 2 33 3 34 4

41 1 42 2 43 3 44 4

0

0

0

a x a x a x a x

a x a x a x a x

a x a x a x a x

+ + + =㊣
| + + + =㊣
| + + + =㊣

 

的非零解； 

（2） T
11 12 13 14( )， ， ，A A A A 是该方程组的基础解系.  

10.已知 0 1 n r-…， ， ，η η η 是 =AX B的 1n r- + 个线性无关的解， ( )R r n= ＜A . 试证： 

1 0 2 0 0n r-- - -…， ， ，η η η η η η 是 0=AX 的一个基础解系. 
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矩阵的相似关系不仅可以用来简化矩阵运算以及简化线性方程组，而且在理论上也非常

重要. 本章主要介绍矩阵的特征值与特征向量、矩阵对角化的条件和方法以及实对称矩阵的对

角形等内容. 

第一节  矩阵的特征值与特征向量 

一、特征值与特征向量 

定义 4.1  设 A为 n阶方阵，若存在数λ和 n维非零列向量 X ，使关系式 

λ=AX X                               （4.1） 

成立，则称数λ为矩阵 A的特征值，而非零列向量 X 称为矩阵 A的对应于特征值λ的特征向量. 

显然，如果ξ 是 A的对应于特征值 λ的一个特征向量，那么对于任意的 ( 0)a R a∈ ≠ ，都

有 ( ) ( )a a a aλ λ= = =A Aξ ξ ξ ξ . 

因此，aξ 也是 A的属于λ的特征向量，这表明 A的一个特征值λ所对应的特征向量有无
穷多个. 

但是，一个特征向量不能同时属于两个不同的特征值. 因为若 X 是 A的属于特征值 1λ 和

2λ （其中 1 2λ λ≠ ）的特征向量，则 

1λ=AX X ， 2λ=AX X . 从而 1 2λ λ=X X ，即 1 2( ) 0λ λ- =X ，因为 1 2 0λ λ- ≠ ，所以 0=X ，

这与特征向量 0≠X 矛盾. 

下面讨论特征向量的求法. 式（4.1）也可写为 
( ) 0λ- =A E X ，                           （4.2） 

即特征向量 X是齐次线性方程组（4.2）的非零解，而方程组（4.2）有非零解的充分必要

条件是系数行列式 
| | 0λ- =A E                             （4.3） 

即                          

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

λ
λ

λ

-
-

=

-

…
…

… … … …
…

 

式（4.3）是以λ为未知量的一元 n次方程，称为矩阵 A的特征方程. 方程的左端 | |λ-A E

是λ的一个 n次多项式，记作 ( )f λ ，称为矩阵 A的特征多项式. 

显然，矩阵 A 的特征值就是特征方程（4.3）的根，因此特征值也称特征根. 由代数基本
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定理， n次方程在复数范围内一定有 n个根（重根按重数计算），因此 n阶矩阵 A 有 n个特征

值，而特征值λ所对应的特征向量 X就是齐次线性方程组（4.2）的非零解.   

当λ为实数时，X可取实向量；当λ为复数时，X可取复向量. 

由上述讨论，可得出特征值与特征向量的求解方法步骤如下： 

（1）求特征多项式 ( ) | |f λ λ= -A E ； 

（2）解特征方程 ( ) 0λ- =A E X ，求出 A的 n个特征值； 

（3）对每个特征值 iλ λ= ，求出齐次线性方程组 ( ) 0iλ- =A E X 的非零解，即为 iλ λ= 所

对应的全部特征向量.  

例 1  求
3 4

5 2

「 ㊣
= | |
㊣ 」

A 的特征值与特征向量. 

解  矩阵 A的特征多项式为 

3 4
(3 )(2 ) 20 ( 7)( 2)

5 2

λ
λ λ λ λ

λ
-

= - - - = - +
-

 

所以 A的特征值为 1 27 2λ λ= = -， . 

当 1 7λ = 时，对应的特征向量应满足 

1

2

3 7 4 0

5 2 7 0

x

x

- 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
=| || | | |-㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

， 

即 

1 2

1 2

4 4 0

5 5 0

x x

x x

- + =㊣
㊣ - =㊣

 

解得 1 2x x= ，从而得基础解系为 1

1
.

1

「 ㊣
= | |
㊣ 」

P  

所以对应于 1 7λ = 的全部特征向量为 1 1

1
( 0)

1
k k
「 ㊣

= ≠| |
㊣ 」

X . 

当 2 2λ = - 时，由 

1

2

3 ( 2) 4 0
,

5 2 ( 2) 0

x

x

- - 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
=| || | | |- -㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

 

解得 1 2

4

5
x x= - ，从而得基础解系为 

2

4

5
1

「 ㊣-| |=
| |
| |㊣ 」

P ， 

所以对应于 2 2λ = - 的全部特征向量为 2 2

4
( 0)5

1
k k
「 ㊣-| |= ≠
| |
| |㊣ 」

X . 

例 2  求矩阵

1 1 0

4 3 0

1 0 2

-「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

A 的特征值与特征向量.  

解  矩阵 A的特征多项式为 
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2

1 1 0

| | 4 3 0 (2 )(1 )

1 0 2

λ
λ λ λ λ

λ

- -
- = - - = - -

-
A E ， 

所以 A的特征值为 1 2 32 1λ λ λ= = =， . 

当 1 2λ = 时，解方程 ( ) 0λ- =A E X ，由 

3 1 0 0 1 0

2 4 1 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- = -| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

A E ～ ， 

得基础解系 

1

0

0

1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

P . 

所以对应于 1 2λ = 的全部特征向量为 1 1 1( 0)k k ≠P .  

当 2 3 1λ λ= = 时，解方程 ( ) 0Xλ- =A E ，由 

2 1 0 2 1 0

4 2 0 1 0 1

1 0 1 0 0 0

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- = -| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

A E ～ ， 

得基础解系 

2

1

2

1

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

P ， 

因此对应于 2 3 1λ λ= = 的全部特征向量为 2 2 2( 0)k k ≠P .  

例 3  求矩阵

2 1 1

0 2 0

4 1 3

-「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

A 的特征值与特征向量.  

解  矩阵 A的特征多项式为 

2

2

2 1 1

| | 0 2 0 (2 )( 2)

4 1 3

( 1)( 2) .

λ
λ λ λ λ λ

λ

λ λ

- -
- = - = - - -

- -

= - + -

A E
 

所以 A的特征值为 1 2 31 2λ λ λ= - = =， . 

当 1 1λ = - 时，解方程 ( ) 0λ- =A E X ，由 

1 1 1 1 0 1

0 3 0 0 1 0

4 1 4 0 0 0

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |+ = | | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

A E ～ ， 

得基础解系 
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1

1

0

1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

P ， 

所以对应于 1 1λ = - 的全部特征向量为 1 1 1( 0)k k ≠P .  

当 2 3 2λ λ= = 时，解方程 ( ) 0λ- =A E X ，由 

4 1 1 4 1 1

2 0 0 0 0 0 0

4 1 1 0 0 0

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- = | | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

A E ～ ， 

得基础解系 

2 3

0 1

1 0

1 4

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= =| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

，P P ， 

因此对应于 2 3 2λ λ= = 的全部特征向量为 2 2 3 3k k+P P （ 2 3k k， 不同时为 0）.  

此例说明：属于同一个特征值的特征向量的非零线性组合，还是属于这个特征值的特征

向量. 但要注意，属于不同特征值的特征向量的非零线性组合不再是特征向量. 

例 4  设λ是矩阵 A的特征值，证明： 2λ 是 2A 的特征值. 

证  因为λ是矩阵 A的特征值，故有非零向量 X，使 λ=AX X  

于是有 
2 2( ) ( ) ( ) ( )λ λ λ λ λ= = = = =A X A AX A X AX X X  

所以 2λ 是 2A 的特征值. 

二、特征向量的性质 

定理 4.1  设 1 2 mλ λ λ…， ， ， 是矩阵 A的 m个特征值，与它们相对应的特征向量依次是

1 2 m…， ， ，P P P ，若 1 2 mλ λ λ…， ， ， 互不相等，则 1 2 m…， ， ，P P P 线性无关.  

证  用数学归纳法来证明.  

当 1m = 时，定理显然成立，因为任意一个非零向量都是线性无关的.  

假定对 1m - 个互异特征值，定理成立，那么要证明对m个互异特征值定理也成立. 为此，

假设 

1 1 1 -1 0m m m mk k k-+ + + =…P P P ， 

因为 i i iλ=AP P，用 A左乘上式得 

1 1 1 1 1 1 0m m m m m mk k kλ λ λ- - -+ + + =…P P P ， 

从上述两式消去 mP ，就得到 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) 0m m m m mk kλ λ λ λ- - -- + + - =…P P ， 

但根据假定 1 2 1m-…， ， ，P P P 线性无关，又因 0i mλ λ- ≠ ，所以 1 10 0mk k -= =…， ， ，于是由第一

个式子可知必有 0mk = ，这就是说 1 2 m…， ， ，P P P 线性无关.  

推论  如果 n阶方阵 A有 n个不同的特征值，则 A有 n个线性无关的特征向量. 

例 5  设 1 2λ λ， 是矩阵A的两个不同的特征值， 1 2，X X 是A的分别属于 1 2λ λ， 的特征向量，

证明 1 2+X X 不是 A的特征向量. 

证  用反证法，假设 1 2+X X 是 A的属于特征值λ的特征向量，则 
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1 2 1 2( ) ( )λ+ = +A X X X X  

即                            1 2 1 2λ λ+ = +AX AX X X  

由已知                        1 1 2 2λ λ= =，AX X AX X  

代入上式得                    1 1 2 2 1 2λ λ λ λ+ = +X X X X  

即                           1 1 2 2( ) ( )λ λ λ λ- + - = 0X X  

由定理 4.1知 1 2，X X 线性无关，所以 1 20 0λ λ λ λ- = - =， ，则 1 2λ λ= ，这与 1 2λ λ≠ 矛盾，

故假设不成立，所以 1 2，X X 不是 A的特征向量. 

习题 4.1 

1.求下列矩阵的特征值与特征向量 

（1）
1 1

2 4

-「 ㊣
| |
㊣ 」

；        （2）

1 2 3

2 1 3

3 3 6

「 ㊣
| |
| |
| |㊣ 」

； 

（3）

3 1 0

4 1 0

4 8 2

「 ㊣
| |- -| |
| |- -㊣ 」

；   （4）

0 1 1

1 0 1

1 1 0

「 ㊣
| |
| |
| |㊣ 」

. 

2.已知 A为 n阶方阵，试证 

（1）A与其转置阵 TA 有相同的特征值； 

（2）若 2 =A A（称 A为等幂矩阵），则 A的特征值只能是 0或 1； 

（3）若 2 =A E（称 A为对合矩阵），则 A的特征值只能是-1或+1. 

3.已知λ是矩阵 A的特征值，X是对应于λ的特征向量. 试证 

（1） 1λ + 是矩阵 +A E的特征值，X是对应于 1λ + 的特征向量； 

（2） kλ 是 kA （ 2k ≥ 的整数）的特征值， X 是对应于 kλ 的特征向量； 

（3） kλ（ k是非零的常数）是矩阵 kA的特征值， X 是对应于 kλ的特征向量.  

4.已知λ是可逆矩阵 A的特征值. 试证：（1） 0λ ≠ ；（2）
1

λ
是 1-A 的特征值；（3）

| |

λ
A

是伴随矩阵 TA 的特征值.  

5.已知 
2 2

5 3

1 0 2

x

y

「 ㊣
| |= | |
| |- -㊣ 」

A  

的特征值为 ( 1 1 1)- - -， ， ，试求 x y， 及 A的特征向量. 

第二节  相似矩阵 

一、相似矩阵的概念 

定义 4.2  设 A与 B都是 n阶方阵，若有可逆阵 P，使 
1- =P AP B， 
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则称 B是 A的相似矩阵，或称矩阵 A与 B相似.  

如              

2 1 0

0 2 0

4 1 3

-「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

A ，

3 1 1

5 3 1

5 1 3

-「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

B ，

1 0 0

1 1 0

0 0 1

「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

P . 

三者满足 1- =P AP B，因此 A与 B相似. 

矩阵的相似关系有以下性质. 

（1）反身性，即 A与 A相似； 

（2）对称性，即若 A与 B相似，则 B与 A相似； 

（3）传递性，即若 A与 B相似， B与C 相似，则 A与C 相似. 

下面我们进一步讨论相似矩阵的性质. 

定理 4.2  若 n阶方阵 A与 B相似，则 A与 B的特征多项式相同，从而 A与 B的特征值

也相同.  

证  因 A与 B相似，所以有可逆矩阵 P，使 1- =P AP B . 故 
1 1

1

1

| | | ( ) |

| ( ) |

| || || | | |

λ λ

λ

λ λ

- -

-

-

- = -

= -

= - = -

B E P AP P E P

P A E P

P A E P A E

 

推论  若 n阶方阵 A与对角阵 

1

2

n

λ
λ

λ

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
Λ  

相似，则 1 2 nλ λ λ…， ， ， 就是矩阵 A的 n个特征值.  

证  由 1 2| | ( )( ) ( )nλ λ λ λ λ λ λ- = - - -…Λ E ，得 1 2 nλ λ λ…， ， ， 就是矩阵Λ的 n个特征值，

根据定理 4.2可知 1 2 nλ λ λ…， ， ， 也就是矩阵 A的 n个特征值.  

定理 4.3  若 n阶方阵 A与 B相似，则 A与 B的行列式相等，即 det det=A B .  

推论  若 n阶方阵 A与 B相似，则 ( ) ( )R R=A B . 

定义 4.3  设 A是 n阶方阵，对 A作运算 1-P AP，称为对 A作相似变换，其中 P 称为相

似变换矩阵. 

相似变换是矩阵的一种运算，在相似变换下，矩阵 A变成 
1-=B P AP . 

如上面例子中，

1 0 0

1 1 0

0 0 1

「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

P 就是将 A化为 B的相似变换矩阵. 

二、相似变换矩阵的求法 

在一定条件下，可以用相似变换将矩阵化为对角矩阵，下面就来讨论矩阵对角化的条件

和如何将其化为对角矩阵的问题. 对 n阶方阵 A寻求相似变换矩阵 P，使 1- =P AP Λ为对角矩
阵，这一过程称为将矩阵 A对角化.  
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假设已经找到可逆矩阵 P，使 1- =P AP Λ为对角矩阵，由此得 =AP PΛ . 将 P用其列向量

表示为 1 2( )np p p= …， ， ，P ，则有 

1

2
1 2 1 2

1 1 2 2

( ) ( )

( )

n n

n

n n

p p p p p p

p p p

λ
λ

λ
λ λ λ

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

=

… …
㊣

…

， ， ， ， ， ，

， ， ，

A
 

也就是 1 2 1 1 2 2( ) ( )n n np p p p p pλ λ λ=… …， ， ， ， ， ，A A A . 因此 

i i ip pλ=A   ( 1 2 )i n= …，， ， . 

可见 iλ 是 A的特征值，而 P 的列向量 ip 就是 A的对应于特征值 iλ 的特征向量.  

反之，若 n阶矩阵 A有 n个线性无关的特征向量 1 2( )np p p…， ， ， ，那么由这 n个特征向量

即可构成矩阵 1 2( )np p p= · · ·P ，且 P 可逆，使 =AP PΛ . 于是有 1- =P AP Λ，即 A与对

角矩阵相似，亦即 A可以对角化. 

注意：因特征向量不是唯一的，所以矩阵 P也不是唯一的，并且还有可能是复矩阵.  

由上面的讨论可得以下定理.  

定理 4.4  n阶方阵 A与对角阵相似（即 A能对角化）的充分必要条件是 A有 n个线性无

关的特征向量.  

由定理 4.1和定理 4.4可得以下推论.  

推论  如果 n阶方阵 A的 n个特征值互不相等，则 A与对角矩阵相似.  

例  已知矩阵 
3 2 1

2 2 2

3 6 1

-「 ㊣
| |= - -| |
| |-㊣ 」

A ， 

（1）试证： A可以对角化； 

（2）试求 1 2，Q Q 使得 1 1
1 1 2 2
- -=Q AQ Q AQ 为对角矩阵，其中 1 2≠Q Q .  

解  （1）矩阵 A的特征多项式为 

2

3 2 1

| | 2 2 2 (2 ) (4 )

3 6 1

λ
λ λ λ λ

λ

- -
- = - - - = - +

- -
A E ， 

于是 A的特征值 1 2 32 4λ λ λ= = = -， .  

当 1 2 2λ λ= = 时，齐次线性方程组 

1

2

3

3 2 2 1 0

2 2 2 2 0

3 6 1 2 0

x

x

x

- - 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |- - - =| || | | |
| || | | |- -㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

 

的基础解系为 
T T

1 2( 2 1 0) (1 0 1)= - =，， ，，P P  

当 4λ = - 时，齐次线性方程组 
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1

2

3

3 4 2 1 0

2 2 4 2 0

3 6 1 4 0

x

x

x

+ - 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |- - + =| || | | |
| || | | |- +㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

 

的基础解系为 
T

3 (1 2 3)= -， ，P  

因为 A有三个线性无关的特征向量 1 2 3， ，P P P ，于是 A可以对角化.  

（2）若令 

1 1 2 3

2 1 1

( ) 1 0 2

0 1 3

-「 ㊣
| |= = -| |
| |㊣ 」

， ，Q P P P ， 

2 1 2 3

4 1 1

(2 ) 2 0 2

0 1 3

-「 ㊣
| |= = -| |
| |㊣ 」

， ，Q P P P ， 

可以验证 

1 1
1 1 2 2

2

2

4

- -

「 ㊣
| |= = | |
| |-㊣ 」

Q AQ Q AQ . 

此例说明当 A 的特征方程有重根时，只要能找到 n个线性无关的特征向量，那么就可以

将 A对角化.  

一个矩阵具备什么条件才能对角化？这是一个较复杂的问题，我们对此不进行一般性讨

论，而仅讨论当 A为实对称矩阵的情形.  

习题 4.2 

1.已知矩阵 
1 2 4

2 2

4 2 1

x

- -「 ㊣
| |= - -| |
| |- -㊣ 」

A 与

5

4

y

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

B 相似，求 x与 y . 

2.设 、A B都是 n阶方阵，且 | | 0≠A ，证明： AB与 BA相似.  

3.设三阶方阵 A的特征值为 1 2 31 0 1λ λ λ= = = -， ， ，对应的特征向量依次为 T
1 (1 2 2)= ，， ，P  

T T
2 3(2 2 1) ( 2 1 2)= - = - -， ， ， ， ，P P ，求 A.  

4.判断下列矩阵能否化为对角矩阵，如果能，就求 P与 1-P AP： 

（1）

4 6 0

3 5 0

3 6 1

「 ㊣
| |= - -| |
| |- -㊣ 」

A ；    （2）

2 0 0

1 2 1

1 0 1

「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

A .  

5.试证：两个 n阶方阵 A与 B等价时，它们不一定相似；而当 A与 B相似时，A与 B必

然等价.  

6.设

4 6 0

3 5 0

3 6 1

「 ㊣
| |= - -| |
| |- -㊣ 」

A ，求 kA （k为正整数）.  
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第三节  向量的正交化 

一般地，n阶方阵 A不一定可以对角化. 然而，实对称矩阵一定可以对角化，实对称矩阵

的这一性质使其有广泛的应用. 为了讨论实对称矩阵的有关性质，首先我们把高等数学中三维

向量的数量积概念进行推广.  

一、向量的内积 

定义 4.4  设有 n维向量 T T
1 2 1 2( ) ( )n nx x x y y y= =… …， ， ， ， ， ， ，X Y ，令 

1 1 2 2[ ] n nx y x y x y= + + +…，X Y ， 

我们称[ ]，X Y 为向量 X 与Y 的内积，也可写为 

1

2T
1 2[ ] ( ) .n

n

y

y
x x x

y

「 ㊣
| |
| |= =
| |
| |
㊣ 」

…
︙

， ， ， ，X Y X Y  

内积有如下的性质，设 ， ，X Y Z为 n维向量，λ为实数，则： 

（1）[ ] [ ]=， ，X Y Y X ； 

（2）[ ] [ ] [ ]λ λ λ= =， ， ，X Y X Y X Y ； 

（3）[ ] [ ] [ ]+ = +， ， ，X Y Z X Z Y Z . 

当[ ] 0=，X Y 时，称向量 X 与Y 正交，显然，若 0=X ，则 X 与任何向量都正交. 这里的

正交概念实际上是三维空间垂直概念的拓广.  

当向量组 1 2 n…， ， ，P P P 的向量两两正交时，即 [ ] 0i j =P P ( 1 2 )i j i j n≠ = …，， ，， ， ，我们

称该向量组为正交向量组.  

定义 4.5  令 T 2 2 2
1 2|| || [ , ] nx x x= = + + +…X X X ，我们称 || ||X 为 n 维向量 1(x= ，X  

T
2 )nx x…， ， 的长度（或范数）.  

当 || || 1=X 时，称 X 为单位向量. 把非零向量化为单位向量称为向量的单位化，这只需将

向量除以其长度 ||X||即可，例如向量 T(2 1 2)= ，，X ， || || 3=X ，将向量 X 化为单位向量
T

2 1 2

|| || 3 3 3
α ㊣ ㊣= = | |

㊣ ㊣
， ，

X

X
. 

向量的长度具有如下的性质. 

（1）非负性：当 0≠X 时， || || 0＞X . 当 0=X 时， || || 0=X ； 

（2）齐次性： || || | ||| ||λ λ=X X （λ为实数）； 

（3）三角不等式； || || || || || ||+ +X Y X Y≤ . 

二、标准正交基 

定理 4.5  若 n维向量组 1 2 r…， ， ，α α α 是一组两两正交的零向量，则 1 2 r…， ， ，α α α 线性
无关.  

证  设有 1 2 rλ λ λ…， ， ， 使 
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1 1 2 2 0r rλ λ λ+ + + =…α α α ， 

以 T
1α 左乘上式两端得 

T
1 1 1 0λ =α α ， 

因 1 0≠α ，故 T 2
1 1 1|| || 0= ≠α α α ，从而必有 1 0λ = ，类似可证 2 0 0rλ λ= =…， ， . 于是向量组

1 2 r…， ， ，α α α 线性无关.  

根据这一性质，我们常采用正交向量组作为向量空间的基. 

例 1  已知三维向量空间 3R 中两个向量 
T T

1 2(1 1 1) (1 0 1)= = -，， ， ，，α α 正交 

试求一个非零向量 3α ，使 1 2 3， ，α α α 两两相交.  

解  设 T
3 1 2 3( )x x x= ， ，α ，由题意应有 

1 3 0T =α α ， 2 3 0T =α α ， 

即 3α 满足方程组                
1 2 3

1 3

0

0

x x x

x x

+ + =㊣
㊣ - =㊣

 

由                     
1 1 1 1 0 1

1 0 1 0 1 2

-「 ㊣ 「 ㊣
= | | | |-㊣ 」 ㊣ 」

A →  

得                               
1 3

2 32

x x

x x

=㊣
㊣ = -㊣

 

从而有基础解系

1

2

1

「 ㊣
| |-| |
| |㊣ 」

，因此取 3

1

2

1

「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

α 即可. 此方程组的任一非零解都可以作为 3α . 

定义 4.6  设 n维向量组 1 2 r· · ·， ， ，E E E 是向量空间V 的一个基，若 1 2 r· · ·， ， ，E E E 两两正

交，且都是单位向量，则称 1 2 r· · ·， ， ，E E E 是V 的一个标准正交基. 

容易验证， 1 2 n· · ·， ， ，ε ε ε 是 nR 的一个标准正交基. 

又如 1 2 3 4

1 1 0 0

0 02 2
1 1 1 1
2 2 2 2

0 0 1 1
0 0 2 2

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |-= = = =| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |

-| | | | | | | |
㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ， ，E E E E 是 4R 的一个标准正交基.  

三、向量组的正交化 

任给一组线性无关的向量 1 2 r…， ， ，α α α ，把它们化为两两正交的向量，称为向量组的正
交化.  

我们可以用以下方法把 1 2 r…， ， ，α α α 正交化，取 

1 1=β α ； 

1 2
2 2 1

1 1

[ ]

[ ]
= -

，

，

β α
β α β

β β ； 

…… 
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1 2 1
1 2 1

1 1 2 2 1 1

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
r r r r

r r r
r r

β -
-

- -

= - - - · · · -
， ， ，

， ， ，

β α β α β α
β α β β

β β β β β β . 

容易验证 1 2 r· · ·， ， ，β β β 两两正交，且 1 2 r· · ·， ， ，β β β 与 1 2 r…， ， ，α α α 等价.  

上述从线性无关向量组 1 2 r…， ， ，α α α 导出正交向量组 1 2 r· · ·， ， ，β β β 的过程称为施密特
（Schmidt）正交化过程. 它不仅满足 1 2 r· · ·， ， ，β β β 与 1 2 r…， ， ，α α α 等价，还满足：对任何

(1 )k k r≤ ≤ ，向量组 1 2 k· · ·， ， ，β β β 与 1 2 k…， ， ，α α α 等价.  

例 2  已知 T
1 (1 1 1)= ，，α ，求一组非零向量 2 3，α α ，使 1 2 3， ，α α α 两两正交.  

解  2 3，α α 应满足方程 1 0T =α X ，即 

1 2 3 0x x x+ + = . 

它的基础解系为 T T
1 2(1 0 1) (0 1 1)= - = -，， ， ，，ξ ξ . 显然，向量组 1 1 2， ，α ξ ξ 线性无关，只需将其

正交化，也即取 

1 2
1 1 2 1 3 2 1

1 1

[ ]

[ ]
= = = -

，
， ，

，

ξ ξ
α α α ξ α ξ ξ

ξ ξ . 

其中 1 2 1 1[ ] 1 [ ] 2= =， ， ，ξ ξ ξ ξ ，于是得 
T

2

T T T
3

(1 0 1)

1 1
(0 1 1) (1 0 1) ( 1 2 1)

2 2

= -

= - - - = - -

，，

，， ，， ，，

α

α
 

定义 4.7  如果 n阶方阵 A满足 
T 1 T( )-= =即A A E A A ， 

那么称 A为正交矩阵.  

如，单位矩阵 E是一个正交矩阵，因为 T =E E E. 

上式用 A的列向量表示，即是 

1

2
1 2( )n

n

T

T

T

「 ㊣
| |
| | =
| |
| |
| |㊣ 」

…
︙

， ， ，

α
α

α α α

α

E， 

亦即 ( ) ( )i j ij
T =α α δ ，这也就是 2n 个关系式 

1

0j j ij

i j

i j
T =㊣
= = ㊣

≠㊣

，当

，当
α α δ   ( 1 2 )i j n= …， ，， ， . 

这就说明：矩阵 A为正交矩阵的充分必要条件是 A的列向量都是单位向量，且两两正交.  

考虑到 T =A A E与 T =AA E等价，所以上述结论对 A的行向量也成立.  

定理 4.6  n阶方阵 A为正交矩阵的充分必要条件是 A的列（行）向量都两两正交且都是

单位向量.  

定义 4.8  若 P 为正交矩阵，则线性变换 =Y PX 称为正交变换.  

设 =Y PX 为正交变换，则有 
T T T T|| || || ||= = = =Y Y Y X P PX X X X ， 

按 || ||X 表示向量的长度，相当于线段的长度， || || || ||=Y X 说明经正交变换线段长度保持不变，

这是正交变换的特性.  
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习题 4.3 

1.把下列向量组正交化. 

（1） 1 2 3

1 1 1

( ) 1 2 4

1 3 9

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

， ，α α α ；（2） 1 2 3

1 1 1

( ) 1 2 0

1 3 2

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

， ，α α α . 

2.设已知向量 T T T
1 2 3(1 1 0) (0 0 2) (0 3 2)= = =，， ， ，， ， ，，α α α 线性无关，求与此向量组等

价的正交单位向量组.  

3.证明正交矩阵的下列性质： 

（1）若 A为正交矩阵，则 TA 与 1-A 也是正交矩阵； 

（2）若 1A 与 2A 为同阶正交矩阵，则 1 2A A 也是正交矩阵； 

（3）若 A为正交矩阵，则 | | 1= ±A .  

4.已知两个正交单位向量
T T

1 2

1 8 4 8 1 4

9 9 9 9 9 9
㊣ ㊣ ㊣ ㊣= - - = - -| | | |
㊣ ㊣ ㊣ ㊣

， ， ， ， ，α α 求列向量 3α ，使得

1 2 3， ，α α α 为列向量构成的矩阵Q为正交的. 

第四节  实对称矩阵的对角化 

定理 4.7  实对称矩阵的特征值是实数.  

证  设 A 为实对称矩阵，复数 λ为 A的特征值，而复向量 X 为对应的特征向量，即

λ=AX X ， 0≠X . 用 λ 表示 λ 的共轭复数， X 表示 X 的共轭复向量，由于 =A A，则

λ= =AX AX X，由此可得以下两式 
T T T

T T T T T T

( ) ( )

( ) ( ) ( )

λ λ

λ λ

= =

= = = =

X AX X X X X

X AX X A X AX X X X X X
 

两式相减得到 T( ) 0λ λ- =X X ，但因 0≠X ，即 
T

1 1 1

2 2 2T
1 2

2

1

( )

| | 0

n

n n n

n n

i i i
i i

x x x

x x x
x x x

x x x

x x x
=

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |
| | | | | |= =
| | | | | |
| | | | | |
㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

= = =∑ ∑

…
︙ ︙ ︙

， ， ，X X
 

因此必有λ λ= ，即λ为实数.  

由此可知，当 T =A A时，其特征值 iλ 为实数，即齐次线性方程组 

( ) 0iλ- =A E X  

是实系数方程组，由 ( ) 0iλ- =A E X 可知必有实的基础解系，因而对应的特征向量为实向量.  

定理 4.8  实对称阵的不同的特征值，它们所对应的特征向量是正交的.  

证  设 1λ 与 2λ 为实对称矩阵 A的两个特征值，且 1 2λ λ≠ ，它们所对应的特征向量为 1P

与 2P ， 
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由于， 1 1 1 2 2 2λ λ= =，AP P AP P ， 

从而， T T
1 1 1 1 1( )λ λ= =P P P A， 

于是， T T T T
1 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2λ λ λ= = =P P P AP P P P P ， 

由此式可得， T
1 2 1 2( ) 0λ λ- =P P ，但 1 2λ λ≠ ， 

所以 T
1 2 0=P P ，即 1P 与 2P 正交.  

定理 4.9  设 A为 n阶实对称矩阵，则必有正交矩阵 P ，使 1- =P AP Λ，其中Λ是以 A的
n个特征值为对角元素的对角矩阵.  

事实上，当 n阶实对称矩阵 A有 n个互不相同的特征值时，由定理 4.8知，它们对应的实

特征向量 1 2 n…， ， ，P P P ( 0 1 2 )i i n≠ = …， ，， ，P 是两两正交的（当然也是线性无关的），经单位

化之后，再以它们为列向量即可构成正交矩阵 1 2

1 2|| || || || || ||
n

n

「 ㊣
= | |
㊣ 」

…， ， ，
PP P

P
P P P

，并有 1- =P AP  

1- =P PΛ Λ，其中对角矩阵Λ的对角元素 iλ ( 1 )i n= …， ， 恰是 A的 n个特征值. 而当 n阶对称

矩阵 A的特征根有重根时，它仍然有 n个线性无关的实特征向量（此结论证明从略），此时定

理也成立.  

例 1  设

4 0 0

0 3 1

0 1 3

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A ，求一个正交矩阵 P ，使 1- = ΛP AP 为对角矩阵.  

解  A为实对称矩阵，又

4 0 0

| | 0 3 1

0 1 3

λ
λ λ

λ

-
- = -

-
A E  

     
2

2

(4 )( 6 8)

(2 )(4 ) ,

λ λ λ

λ λ

= - - +

= - -
 

故得特征值                         1 2 32 4λ λ λ= = =， . 

当 1 2λ = 时，由 

1

2

3

2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

x

x

x

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |=| || | | |
| || | | |㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

， 

解得

1

2 1

3

0

1

1

x

x k

x

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |=| | | |
| | | |-㊣ 」㊣ 」

，单位特征向量可取 1

0

1

2
1

2

「 ㊣
| |
| |
| |= | |
| |
| |
-| |
㊣ 」

P .  

当 2 3 4λ λ= = 时，由 

1

2

3

0 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

x

x

x

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |- =| || | | |
| || | | |-㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

， 
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解得                           
1

2 1 2

3

1 0

0 1

0 1

x

x k k

x

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= +| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

， 

基础解系中两个向量恰好正交，单位化后即得两个单位正交的特征向量 

2 3

0
1

1
0

2
0

1

2

「 ㊣
| |
| |「 ㊣
| || |= = | || |
| || |㊣ 」 | |
| |
㊣ 」

，P P . 

于是得正交矩阵 

1 2 3

0 1 0

1 1
( ) 0

2 2
1 1

0
2 2

「 ㊣
| |
| |
| |= = | |
| |
| |
-| |
㊣ 」

， ，P P P P  

可以验知确有 

1 T

2

4

4

-

「 ㊣
| |= = | |
| |㊣ 」

P AP P AP . 

此例中对应于 4λ = ，若求得方程 ( 4 ) 0- =A E X 的基础解系为 

1 2

1 1

1 1

1 1

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= =| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

，ξ ξ ， 

则需把它们正交规范化（即把向量组正交化、单位化）. 

取 1 1=η ξ ，正交化， T
1 1 (1 1 1)= = -， ，η ξ ， 

2 1
2 2 1

1 1

1 1 2
[ ] 1 2

1 1 1
[ ] 3 3

1 1 1

- -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= - = - =| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

，

，

ξ η
η ξ η

η η
. 

再单位化，即得 

2 1
1

1
1 1

1
|| || 3

1

「 ㊣
| |= = | |
| |㊣ 」

P η
η

， 

3 2
2

2
1 1

1
|| || 6

1

-「 ㊣
| |= = | |
| |㊣ 」

P η
η

. 

于是 
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1 2
0

3 6
1 1 1

2 3 6
1 1 1

2 3 6

「 ㊣
-| |

| |
| |
= | |
| |
| |
-| |
㊣ 」

P . 

可以验知仍有 1- =P AP Λ . 此例也说明，化实对称矩阵为对角矩阵时，所求得的正交矩阵

不是唯一的.  

习题 4.4 

1.设 A是m行 n列实矩阵，求证： TAA 和 TA A均为对称矩阵.  

2.试对下列各实对称阵分别求出正交矩阵 P，使 1-P AP为对角矩阵. 

（1）

1 0 1

0 1 1

1 1 2

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A ；       （2）

1 2 2

2 2 4

2 4 2

-「 ㊣
| |= - -| |
| |-㊣ 」

A ； 

（3）

3 1 0 1

1 3 1 0

0 1 3 1

1 0 1 3

-「 ㊣
| |-| |=
| |-
| |
-㊣ 」

A ； （4）

2 0 0

0 3 2

0 2 3

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A . 

3.设 0λ 为对称矩阵 A的特征值，而 A的属于 0λ 的特征向量为α，求证： 

（1） 0λ 也是矩阵
1 T( )-P AP 的特征值； 

（2）矩阵 1 T( )-P AP 的属于 0λ 的特征向量是 TP α .  

4.设 n阶实对称矩阵 A与实对称矩阵 B相似，试证：存在正交矩阵 P ，使 1- =P AP B .  

5.设三阶实对称矩阵 A 的特征值为 1 2 31 1λ λ λ= - = =， ，而对应于 1 1λ = - 的特征向量为
T

1 (0 1 1)= ，，α ，求 A .  

第五节  层次分析法（AHP）的应用 

层次分析法是一种实用的多准则决策方法. 层次分析法把一个复杂的问题表示为一个有

序的递阶层次结构，利用人们的判断对决策方案的优劣进行排序. 这种方法能够统一处理决策

中的定性与定量因素，具有系统性、简洁性、实用性、有效性等优点，特别适合在社会经济

系统的决策分析中使用. 

层次分析法（The Analytic Hierarchy Process，以下简称 AHP）是美国著名运筹学家、匹

兹堡大学教授 T.L.Saaty于 20世纪 70年代中期提出的，是一种定性分析与定量分析相结合的

决策分析方法. AHP将决策者对复杂对象的决策思维过程系统化、模型化、数学化，对于结构

复杂的多准则、多目标决策问题，是一种有效的决策分析工具. 

自 20世纪 80年代初，AHP被介绍到我国以来，已经在经济分析、科研管理、人才预测

与规划、企业管理等领域得到了广泛的应用. 由于这种方法思路简明、数学方法简单，同时可

以把决策者的判断吸收进来，因此受到国内大多数应用部门的欢迎. 
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AHP 的基本思想，是根据问题的性质和要求达到的目标，将问题按层次分析成各个组成

因素；再按支配关系分组成有序的递阶层次结构；对同一层次内的因素，通过两两比较的方

式确定诸因素之间的相对重要性（权重）；下一层次的因素的重要性，既要考虑本层次，又要

考虑到上一层次的权重因子；一层层计算下去，直至最后一层（一般是要比较的各个方案）.

比较最后一层各个方案的权重大小，进行排序、决策. 

从 AHP的基本思想可以看出，AHP的分析、决策过程，体现了人们进行决策思维的基本

特征：分解、判断、综合. 

一般地，AHP可按下列步骤进行. 

第一步，明确问题. 

把复杂问题分解为我们称为元素的各组成部分，搞清各元素之间的相互关系，对整个问

题有明确的认识，分清总目标、分目标、约束、部门、可能情况和各种方案等. 

第二步，建立递阶层次结构. 

这是 AHP 中最重要的一步. 这一步中，将各个元素按属性不同划分为若干组，形成不同

层次. 第一层是总目标；中间层是分目标层、部门层、约束层等，也可称为准则层、子准则层；

最低层一般是解决问题的方案. 同一层次的元素作为准则对下一层某些元素起支配作用，同时

它又受上一层次元素支配. 这种从上至下的支配关系形成了一个递阶层次. 层次元素之间的

支配关系不一定是完全的，即可以有这样的元素，它并不支配下一层次的所有元素. 划分层次，

确定不同层次之间元素的相互作用，主要取决于对提出问题的了解和分析. 一个典型的递阶层

次可以用图 4-1表示出来.  

 

图 4-1  递阶层次 

第三步，构造两两比较判断矩阵. 

建立递阶层次结构后，上下层次之间元素的隶属关系就被确定了. 假定上一层次的元素

kC 作为准则，对下一层次的元素 1 2 nA A A…， ， ， 有支配关系. 我们的目的是在准则 kC 之下按它

们相对重要性赋予 1 2 nA A A…， ， ， 相应的权重. 对于大多数社会经济问题，特别是那些人的判断

起重要作用的问题中，直接得到这些元素的权重并不容易，AHP 中是用两两比较的方法导出

它们的权重.  

在这一步中，决策要反复回答问题：针对准则 kC 两个元素 iA和 jA 哪一个更重要一些，重

要多少，需要对重要多少赋一定数值. 这里采用 1～9的标度，它的意义如表 4-1所示.  
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表 4-1  标度及其描述 

标    度 意    义 说    明 

1 iA 与 jA 同等重要 ① i jA A、 为同一层次的两个因素 

3 iA 比 jA 稍重要 ② 按某准则（即相对于上层次某因素）进行判断 

5 iA 比 jA 重要  

7 iA 比 jA 重要得多  

9 iA 比 jA 绝对重要  

2.4.6.8 为上述相邻判断的中值 需要两个判断的折衷 

 
若因素 iA与 jA 的比较得 ija ，则因素 jA 与 iA的比较得1/ ija .  

将比较判断用标度表示，是将人们的思维判断量化的一种方法. 采用 1～9 标度，与人们

日常用相等、较强、强、很强、绝对强这类语言表达判断是一致的. 另外，从心理学角度讲，

9个数字足以表述人们在同时比较某种属性差异的判断.  

对于 kC 准则下，几个元素 1 2 n…， ， ，A A A 来说，可以得到一个 n n× 阶的判断矩阵 ( )ija=A ，

也可用表格形式给出如表 4-2所示.  

表 4-2 

kC  1A  2A  … nA  

1A  11a  12a  … 1na  

2A  21a  22a  … 2na  

︙  ︙  ︙  ︙  ︙  

nA  1na  2na  … nna  

 
判断矩阵具有如下性质. 

（1） 0ija ＞ ； 

（2）
1

ij
ji

a
a
= ； 

（3） 1iia = . 

由于 A具有上述性质，称为正的互反矩阵. 根据性质（2）、（3），构造判断矩阵时，我们

仅需要对其上（下）三角元素给出
( 1)

2

n n -
个判断.  

例如，下面的判断矩阵给出如下含义 

12 2 1

13 1 3

23 2 3

)

)

)

1 1
1 6 (

3 3
3 1 5 6(

1 1 5(
1

6 5

a A A

a A A

a A A

「 ㊣ =| |
| |
= =| |
| | =
| |
㊣ 」

比 销重要

比 处于重要和重要得间

比 重要

A  

第四步，计算单一准则下的相对权重. 

这一步要解决在 kC 准则下，在判断矩阵 A的条件下， 1 2 nA A A…、 、 、 排序权重计算问题.  

先求解特征根问题： maxλ=AW W . 
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其中， 1 2( )nw w w= …， ， ，W ，各分量为 1 2 nA A A…， ， ， 之权重值， maxλ 为 A的最大实特征

根. 由线性代数理论可证， maxλ 存在且唯一. 当 maxλ 确定后，方程的解W 的各分量经归一处理

后，作为元素 1 2 nA A A…， ， ， 在准则 kC 下排序权重.  

矩阵方程 maxλ=AW W 的线性方程组形式如下： 

11 1 12 2 1 max 1

21 1 22 2 2 max 2

1 1 2 2 max

n n

n n

n n nn n n

a w a w a w w

a w a w a w w

a w a w a w w

λ
λ

λ

+ + + =㊣
| + + + =|
㊣
|
| + + + =㊣

…
…

…
…

 

此方程组有非零解，且各分量可由正分量组成，经向量归一处理后，解是唯一的. 注意到

各方程中，未知量 1 2 nw w w…、 、 、 的系数为各因素间相互重要性标度的特点，以及各个方程式

含义，取方程组的解 1 2 nw w w…、 、 、 经向量归一处理后，作为各因素间的相对权重值是可行的. 

求解线性方程组 max( ) 0λ- =A I W 往往比较复杂. 通常采用简单算法去计算W 和 maxλ 的值.  

其中，判断矩阵的使用，以及矩阵的最大特征根完全源于线性代数的内容.  

第五步，一致性检验. 

对于判断矩阵 ( )i j n na ×=A ，当 ij jk ika a a· = ，或
ik

ij
jk

a
a

a
= 时，称 A为一致性矩阵. 在判断矩

阵的构造中，并不要求判断具有一致性，即不要求 A的元素具有传递性，亦即未必成立等式

ij jk ika a a· = . 但要求判断有大体的一致性确是应该的. 为此，要进行一致性检验，其步骤如下. 

1.计算一致性指标 . .C I  

max. .
1

n
C I

n

λ -
=

-
 

2.由 A的阶数 n查表 4-3找出随机一致性指标 . .R I 的值.  

表 4-3  . .R I 值表 

阶数 n  3 4 5 6 7 8 9 

. .R I 值 0.58 0.90 1.12 1.24 1.32 1.41 1.45 

 
3.计算检验系数 . .C R  

. .
. .

. .

C I
C R

R I
=  

当 . . 0.10C R ＜ 时，可认为判断矩阵具有满意的一致性.  

对于二阶判断矩阵，由于 max 2λ = ，故 . . 0C I = ，则 . . 0C R = ，即二阶判断矩阵具有一致性. 

设第 1k - 层有 m个因素 1 2 mC C C…， ， ， ，权重分别为 1 2 ma a a…， ， ， . 第 k层有 n个因素

1 2 nA A A…， ， ， . 记 iC 准则下，因素 1 2 nA A A…， ， ， 的相互权重分别为 1 2 ( 1i i i
nw w w i =…， ， ， ， 

2 )n…， ， .  

将上述内容用下面矩阵如表 4-4所示.  

表 4-4  相互权重表 

 1C  2C  3C  … mC  

 1a  2a  3a  … ma  
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续表 

 1C  2C  3C  … mC  

1A  1
1w  2

1w  3
1w  … 1

mw  

2A  1
2w  2

2w  3
2w  … 2

mw  

3A  1
3w  2

3w  3
3w  … 3

mw  

︙  ︙  ︙  ︙  ︙  ︙  

nA  1
nw  2

nw  3
nw  … 

m
nw  

 
也可用图 4-2 表示出 . 但只标示出了 1C 准则下 1 2 nA A A…， ， ， 间的相互权重，以及

1 2 mC C C…， ， ， 准则下对 1A的权重.  

 

图 4-2 

这时，第 k层元素 1 2 nA A A…， ， ， 的组合权重为 

1

2

3

1 2 3
1 1 2 1 3 1 1 1

1

1 2 3
1 2 2 2 3 2 2 2

1

1 2 3
1 3 2 3 3 3 3 3

1

1 2 3
1 2 3

1
n

m
m i

A m i
i

m
m i

A m i
i

m
m i

A m i
i

m
m i

A n n n m n i n
i

w a w a w a w a w a w

w a w a w a w a w a w

w a w a w a w a w a w

w a w a w a w a w a w

=

=

=

=

= + + + + =

= + + + + =

= + + + + =

= + + + + =

∑

∑

∑

∑

…

…

…

… … … … … … …

…

组

组

组

组

 

也可写成矩阵形式 

1

2

1 2
11 1 1

1 2
22 2 2

1 2

n

m
A

m
A

k

m
mn n nA

w aw w w
w aw w w

W

aw w ww

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |
| | | | | |= =| | | | | |
| | | | | |
| | | | ㊣ 」㊣ 」㊣ 」

…
…

︙︙ ︙ ︙︙
…

组

组

组

组

 

应该说明的是，若第 1k - 层， iC 准则对第 k层 jA 准则无支配关系，或即因素 iC 与因素 jA

无关时，令 0i
jw = .  

十分明显，计算组合权重应从第三层开始进行. 如此反复进行下去，经有限次计算，可求

出最后一层（方案层）的组合权重.  

最后，依方案层各个方案的组合权重大小做出方案选择决策.  
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为了使 AHP 方法直观化，以下通过一个实际的决策问题的解决，说明 AHP 方法的一些

特点.  

岸间交通方式分析. 

为解决河两岸的交通问题，有三个方案可供选择：修筑桥梁、开挖隧道、实行轮渡. 为做

出决策，分别进行了过河的效益分析和过河的代价分析，其分层结构如图 4-3和图 4-4所示.  

 

图 4-3  效益图 

 

图 4-4  代价图 

这里，第一层为总目标 A，第二层为准则层 1 2 3B B B、 、 ，第三层为子准则层 1 2 11C C C…、 、 、 ，

第四层（最后一层）为方案层 1 2 3D D D、 、 .  

A过河的效益. 

过河的代价层次图中，各因素下的判断矩阵给出如下. 

1 2 3 1 1 2 3 2 4 5 6

1 1 4

2 2 5

3 3 6

1 5 7 1 7 9 1 1 3 1 5

1 5 1 2 1 7 1 5 3 1 1 3

1 7 1 2 1 1 9 1 5 1 5 3 1

A B B B B C C C B C C C

B C C

B C C

B C C
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3 7 8 9 1 1 2 3 2 1 2 3

7 1 1

8 2 2

9 3 3

3 1 2 3 4 1 2 3

1 1

2 2

3

1 3 4 1 1 3 8 1 1 3 8

1 3 1 1 3 3 1 9 3 1 9

1 4 3 1 1 8 1 9 1 1 8 1 9 1

1 1 9 1 4 9

1 1 9 1 4 1 8

1 9 1 9 1

B C C C C D D D C D D D

C D D

C D D

C D D

C D D D C D D D

D D

D D

D D

5 1 2 3

1

2

3 3

6 1 2 3 7 1 2 3 8 1 2 3

1 1 1

2 2 2

3 3 3

9 1 2 3

1

2

3

1 1 9

1 1 9

1 9 1 8 1 1 9 1 9 1

1 1 9 1 3 8 1 3 7

1 1 9 1 3 1 6 1 3 1 5

1 9 1 9 1 1 8 1 6 1 1 7 1 5 1

1 1 6 7

6 1 8

1 7 1 8 1

C D D D

D

D

D

C D D D C D D D C D D D

D D D

D D D

D D D

C D D D

D

D

D

 

过河的效益层次图中，各因素下的判断矩阵给出如下. 

1 1 2 3 4 5

1 2 3 1

1 2

2 3

3 4

5

1 1 3 1 7 1 5 1 6

1 3 6 3 1 1 4 1 2 1 2

1 3 1 2 7 4 1 7 5

1 6 1 2 1 6 2 1 7 1 1 5

5 2 1 5 1 1

B C C C C C

A B B B C

B C

B C

B C

C

 

2 6 7 8 1 1 2 33 9 10 11

6 19

7 210

8 311

2 1 2 3 3 1 2 3 4 1 2 3

1 1 1

2 2 2

3 3 3

5 1 2 3 6 1 2 3

1 1

2 2

3

1 6 9 1 2 71 1 4 6

1 6 1 4 1 2 1 64 1 8

1 9 1 4 1 1 7 1 6 11 6 1 8 1

1 1 2 8 1 4 8 1 1 6

2 1 9 1 4 1 6 1 1 6

1 8 1 9 1 1 8 1 6 1 1 6 1 6 1

1 1 9 1 1 9

1 1 9 1

1 9 1 9 1

B C C C C D D DB C C C

C DC

C DC

C DC

C D D D C D D D C D D D

D D D

D D D

D D D

C D D D C D D D

D D

D D

D

7 1 2 3

1

2

3 3

8 1 2 3 9 1 2 3 10 1 2 3

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 1 5

1 9 1 1 5

1 9 1 9 1 1 5 1 5 1

1 5 3 1 5 8 1 3 7

1 5 1 1 3 1 5 1 5 1 3 1 6

1 3 3 1 1 8 1 5 1 1 7 1 6 1

C D D D

D

D

D D

C D D D C D D D C D D D

D D D

D D D

D D D
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11 1 2 3

1

2

3

1 6 1 5

1 6 1 1 3

5 3 1

C D D D

D

D

D

 

请对方案 1D （建桥梁）、方案 2D （修隧道）、方案 3D （轮渡）进行决策.  

利用计算机及 AHP 的应用软件，我们得到了两岸间最优交通方式的最佳方案. （中间计

算过程略） 

决策分析结果 

max k

k

D

D

㊣ ㊣
=㊣ ㊣

㊣ ㊣

过河的效益权重

过河的代价权重
 

{ }

2321 22

21 22 23

max ( 1 2 3)
′ ′ ′

0.5692 0.3609 0.0654
max

0.3623 0.5848 0.0529

max 1.5711 0.6171 1.2363

1.5711

ww w
k

w w w

㊣ ㊣
=㊣ ㊣

㊣ ㊣
㊣ ㊣= ㊣ ㊣
㊣ ㊣

=

=

， ， ，，

， ，

， ，

 

可见，最优方案为 1D ，即建桥梁为最佳过河方式.  

从以上的决策分析过程，可以看到矩阵、矩阵运算和矩阵特征值的运用，在整个 AHP方

法中都起到了至关重要的作用.  

第四章自测题 

一、选择题 

1.矩阵 A不同的特征值对应的特征向量必（    ）. 

A.线性相关           B.线性无关   

C.两两正交           D.不一定有上述关系 

2.已知
3 1

1 1

「 ㊣
= | |-㊣ 」

A 下列向量是 A的特征向量的是（    ）. 

A.
0

1

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

        B.
1

1

-㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

    C.
1

2

㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

           D.
1

2

-㊣ ㊣
| |
㊣ ㊣

    

3.设 ，A B是 n阶方阵且相似，则（    ）. 

A. ，A B相似于同一个对角矩阵    B. ，A B有相同的特征向量 

C. ，A B有相同的特征值        D. ，A B的行列式可能不同  

4.当 n阶方阵 A适合条件（    ）时，它必相似于对角矩阵. 

A.A有 n个不同的特征向量      B.A是上三角矩阵 

C.A有 n个不同的特征值       D.A是可逆矩阵  

5.设 A是 n阶方阵，适合 2 =A A，则 A的特征值为（    ）. 

A.0或 1      B. ± 1       C.都是 0       D.都是 1  
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6.设 ，A B是 n阶方阵且相似，则下列结论错误的是（    ）. 

A. n nI Iλ λ- = -A B  

B. ，A B有相同的特征多项式. 

C.存在可逆矩阵 P，使 1- =P AP B  

D. ，A B的行列式相同. 

7.下列条件不能保证 n阶方阵 A相似于对角矩阵的是（    ）. 

A. A是实对称矩阵. 

B. A是上三角矩阵且主对角线上的元素互不相同. 

C. A是 n个线性无关的特征向量. 

D. A的特征值全是实数. 

8.设 A是 n阶方阵，C是 n阶正交矩阵且 T=B C AC，则下列结论不成立的是（    ）. 

A. A和 B相似. 

B. A和 B等价. 

C. A和 B有相同的特征值. 

D. A和 B必有相同的特征向量. 

9.下列命题错误的是（    ）. 

A.属于不同特征值的特征向量必线性无关. 

B.属于同一特征值的特征向量必线性相关. 

C.相似矩阵必有相同的特征值. 

D.特征值相同的矩阵未必相似. 

10.设 1 2 3， ，α α α 是向量，下列式子无意义的是（    ）. 

A. 1 2 2 3[ ] -，α α α α           B. 1 2 3 1 1(2 ) (3 )· - ·α α α α α  

C. 1 2 3 1 2[2 2 ] ( 3 )· +，α α α α α       D.
1

3
2|| ||

α
α

α  

11.x y， 为（    ）时，下列向量组为单位正交向量组：
1

0
3

x
㊣ ㊣
= | |
㊣ ㊣
，，α ， (0 0)y= ， ，β . 

A. 0 1x y= =，               B.
3

1
3

x y= = -，  

C.
6

1
3

x y= = -，           D.
3

1
3

x y= - =，  

12.下列命题正确的是（    ）. 

A.正交矩阵的行列式的值都等于 1. 

B.正交矩阵之和必是正交矩阵. 

C.正交矩阵之积必是正交矩阵. 

D.行列式的值等于 1的矩阵都是正交矩阵. 

二、解答题 

1.求下列矩阵的特征值和特征向量 

（1）

3 1 1

1 3 1

0 0 0

-「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

A ；  （2）

1 2 2

2 1 2

2 2 1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A .  
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2.设矩阵

0 0 1

1

1 0 0

x y

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A 有三个线性无关的特征向量，求 x与 y应满足什么条件？ 

3.设 2是矩阵 
3 0 0

1 3

1 2 3

t

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A  

的特征值，求（1） t的值；（2）对应于 2的所有特征向量. 

4.已知矩阵 
0 10 6

1 3 3

2 10 8

「 ㊣
| |= - -| |
| |-㊣ 」

A ， 

求可逆矩阵 P ，使得 1-P AP为对角矩阵. 

 

 

 



 
二次型的理论来源于解析几何中对于二次曲线和二次曲面的研究，可以选择适当的坐标

变换，将其方程化为标准式.  

第一节  二次型的一些概念 

一、二次型的概念 

在一个多项式中，若每一项都是二次的，则称此多项式为二次齐次多项式.  

例如 
2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3

2 2
1 2 3 4 1 1 2 1 3 1 4 2 3 3 4 4

( ) 3

( ) 2 2 6

( ) 2 5 3 2

f x y x xy y

f x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x x x x x x x

= + +
= + -

= + - + - - +

，

， ，

， ， ，

 

各式右端分别是关于两个、三个、四个变量的二次齐次多项式.  

定义 5.1  含有 n个变量 1 2 nx x x…， ， ， 的二次齐次函数 
2 2 2

1 2 11 1 22 2 12 1 2( ) 2n nn nf x x x a x a x a x a x x= + + + + +… …， ， ，  

13 1 3 1, 12 2 n n n na x x a x x- -+ +…       （5.1） 

称为 n元二次型，简称二次型. 当 ija 为实数时， f 称为实二次型.  

下面我们仅讨论实二次型.  

若取 ij jia a= ，则 2 ij i j ij i j ji j ia x x a x x a x x= + ，于是（5.1）式可写成 
2 2

11 1 12 1 2 1 1 21 2 1 22 2 2 2

2
1 1 2 2

, 1

n n n n

n

n n n n nn n ij i j
i j

f a x a x x a x x a x x a x a x x

a x x a x x a x a x x
=

= + + + + + + +

+ + + + + = ∑

… …

… …
  （5.2） 

把二次型（5.1）改写成（5.2）的形式便于与矩阵联系起来.  

二、二次型的矩阵表示 

根据（5.2）式，利用矩阵可将二次型表示为 

1 11 1 12 2 1 2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) ( )

( )
n n n n

n n n nn n

f x a x a x a x x a x a x a x

x a x a x a x

= + + + + + + +

+ + + + +

… …
… …
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11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

( )

n

n
n

n n nn n

a a a x

a a a x
x x x

a a a x

「 ㊣「 ㊣
| || |
| || |=
| || |
| || |

㊣ 」 ㊣ 」

…
…

…
… … … … ︙

…

， ， ，  

记 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

n n nn n

a a a x

a a a x

a a a x

「 ㊣「 ㊣
| || |
| || |= =
| || |
| || |

㊣ 」 ㊣ 」

…
…

… … … … ︙
…

A X  

则二次型可记为 
Tf = X AX ，        （5.3） 

其中 A为对称矩阵. 例如，二次型 
2 2
1 1 2 2 2 3

2 2 2
1 1 2 1 3 2 1 2 2 3 3 1 3 2 3

2 4

2 2 0 2 2 0 2 0

f x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

= - + -

= - + - + - - - + ，
 

用矩阵符号表示出来，就是 

1

1 2 3 2

3

2 2 0

( ) 2 1 2

0 2 0

x

f x x x x

x

- 「 ㊣「 ㊣
| || |= - - | || |
| || |-㊣ 」 ㊣ 」

， ， . 

由于任给一个二次型，就唯一地确定一个对称矩阵. 反之，任给一个对称矩阵，也可以唯

一地确定一个二次型. 这样，二次型与对称矩阵之间存在一一对应的关系. 因此，我们把对称

矩阵 A称为二次型 f 的矩阵，而把 f 称为对称矩阵 A的二次型，于是我们把对称矩阵 A的秩

就称为二次型 f 的秩，这样就可以通过二次型 f 的矩阵 A来研究二次型.  

例  写出二次型 1 2 1 3 2 32 2 6f x x x x x x= + - 的矩阵表示形式.  

解      
1

1 2 3 2

3

0 1 1

( ) 1 0 3

1 3 0

x

f x x x x

x

「 ㊣「 ㊣
| || |= - | || |
| || |-㊣ 」 ㊣ 」

， ， . 

三、二次型的标准型 

定义 5.2  只含平方项的二次型，称为二次型的标准型（或法式）. 若标准形中平方项的

系数为+1、-1或 0的，则称此标准形为二次型的规范型. 例如， 

1 2 1 3 2 34 2 2f x x x x x x= - + +   是普通二次型， 
2 2 2
1 2 34 4f x x x= - + +    是标准型， 

2 2 2
1 2 3f x x x= - + +     是规范型， 

又 如 ， 二 次 型 2 2 2
1 1 2 2 2 3 32 2 4 4f x x x x x x x= + + + + 可 化 为 标 准 型 2 2

1 2f y y= + （ 其 中

1 1 2 2 2 32y x x y x x= + = +， ），这也是它的规范型.  

显然，对于一般二次型，其标准型 
2 2 2

1 1 2 2 n nf k y k y k y= + + +…        （5.4） 

的矩阵是对角矩阵 
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1

2

0

0 n

k

k

k

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
K .      （5.5） 

习题 5.1 

1.把下列二次型用 XTAX形式表示 

（1） 2 2
1 1 2 26 4f x x x x= + + ； 

（2） 2 2 2
1 1 2 2 2 3 34 2 4 3f x x x x x x x= + + + + ； 

（3） 2 2 2
1 1 2 2 2 3 1 3 32 3 4 2 11f x x x x x x x x x= - + - - - - ； 

2.化 XTAX为二次型，已知
1

2

3

2 2 0

2 3 0

0 0 1

x

x

x

「 ㊣ 「 ㊣| | | |= =| | | || | | |㊣ 」| |㊣ 」

，A X . 

3.已给二次型 2 2
1 1 2 2 2 32 4 4f x x x x x x= - + - ，试对它作下列线性变换 

（1）
1

2

3

1 1 0

0 1 2

0 0 1

y

y

y

- 「 ㊣「 ㊣
| || |= | || |
| || |㊣ 」 ㊣ 」

X ； （2）
1

2

3

2 2 1

3 3 3
1 2 2

3 3 3
2 1 2

3 3 3

y

y

y

「 ㊣
| |

「 ㊣| |
| || |= | || |
| || | ㊣ 」

| |-
| |㊣ 」

X . 

第二节  二次型的标准型 

对于二次型，我们讨论的主要问题是：寻求可逆的线性变换 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n n nn n

x c y c y c y

x c y c y c y

x c y c y c y

= + + +㊣
| = + + +|
㊣
|
| = + + +㊣

…
…

…
…

      （5.6） 

使二次型（5.1）化为只含平方项.  

如果（5.6）式的矩阵形式写为 

X=CY        （5.7） 

其中 T
1 2( )nx x x= …， ， ，X ， 1 2( )ny y y= …， ， ，Y ， ( )ij n nc ×=C 称为线性变换矩阵. 那么，问题就

归结为将（5.7）式代入（5.3）式后将其化为标准型（5.4），即 
T T

T T

2 2 2
1 1 2 2

( ) ( )

( )

n n

f

k y k y k y

= =

=

= + + +…

X AX CY A CY

Y C AC Y  
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1 1

2 2
1 2

0

( )

0

n

n n

k y

k y
y y y

k y

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |=
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

…
㊣ ︙

， ， ，  

这也就是要寻找可逆矩阵 C，使 

1

2T

0

0 n

k

k

k

「 ㊣
| |
| |= =
| |
| |
㊣ 」

㊣
C AC Λ . 

由定理 4.7 知，任给以实对称矩阵 A，总有正交矩阵 P，使 1- =P AP Λ，即 T =P AP Λ，
把此结论应用于二次型，可得到化二次型为标准型的方法.  

一、对称矩阵的合同关系 

定义 5.3  设 A与 B是两个 n阶方阵，若存在可逆矩阵 C，使得 

CTAC=B 

则称 A 合同于 B，或称 B 与 A 合同，记成 ≅A B . 显然，B 也合同于 A. 对 A 进行运算

CTAC称为对 A进行合同变换，而可逆矩阵 C称为把 A变成 B的合同变换矩阵.  

1.二次型 Tf = X AX ，经可逆线性变换 =X CY 后，变成二次型 T T Tf = =Y C ACY Y BY ，

所得的矩阵 B与原二次型的矩阵 B合同.  

定理 5.1  任给可逆矩阵 C，令 T=B C AC，如果 A为对称矩阵，则 B亦为对称矩阵，且
( ) ( )R R=A B . 

证  若 T =A A，则
T T T T T T T T T( ) ( ) ( )= = = = =B C AC AC C C A C A AC B，即B为对称矩阵.  

再 证 ( ) ( )R R=A B . 因 T=B C AC ， 故 ( ) ( )R RB A≤ ， 又 T 1 1( ) B- -= =A C C ， 故
1( ) ( ) ( )R R R-A BC B≤ ≤ ，于是 ( ) ( )R R=A B .  

2.如前所述，对于二次型 Tf = X AX ，我们的任务主要是寻找合同变换矩阵 C，使
T =C AC Λ . 因为 A是实对称矩阵，则这个矩阵 C必存在，它可取将 A变为对角矩阵Λ的正
交相似变换矩阵.  

事实上，由定理 4.7知，必存在正交相似变换矩阵 C，使 T =C AC Λ，而对于正交矩阵 C

必有 1 T- =C C ，故 T =C AC Λ .  

定理 5.2  任给二次型
, 1

( )
n

ij i j ij ji
i j

f a x x a a
=

= =∑ ，总有正交变换 X=CY，使 f 化为标准形 

2 2 2
1 1 2 2 n nf k y k y k y= + + +… ， 

其中 ( 1 2 )ik i n= …，， ， 是 f 的矩阵 ( )ija=A 的特征值，C为正交矩阵.  

由定理 4.8和定理 4.9可知，任给以二次型 f 总存在正交相似变换矩阵 C（或是合同变换

矩阵C），即 T =C AC Λ，且矩阵Λ的秩就等于矩阵 A的秩，即二次型经正交变换所得出的标

准形中所含的项数，就是 f 的秩.  
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二、用正交变换将二次型化为标准型 

例 1  用正交变换将二次型 
2 2 2

1 2 3 1 32 3 2 2f x x x x x= + + +  

化为标准型.  

解  二次型的矩阵为 

2 0 1

0 3 0

1 0 2

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A  

令               2

2 0 1

0 3 0 ( 1)( 3)

1 0 2

λ
λ λ λ

λ

-
- = - = - - -

-
A Eλ  

得 A的特征值为 1 2 33 1λ λ λ= = =， . 

当 1 3λ = 时，解齐次线性方程组 

1

2

3

1 0 1 0

( 3 ) 0 0 0 0

1 0 1 0

x

x

x

- 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |- = =| || | | |
| || | | |-㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

A E X  

得基础解系为  
1

0

1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

1ξ        

0

1

0

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

2ξ  

因为 1 2与ξ ξ正交，只需单位化得 

1

2
0

1

2

「 ㊣
| |
| |
= | |
| |
| |
| |㊣ 」

1η       

0

1

0

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

2η  

当 3 1λ = 时，解齐次线性方程组 

1

2

3

1 0 1 0

( ) 0 2 0 0

1 0 1 0

x

x

x

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |- = =| || | | |
| || | | |㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

A E X  

得基础解系为  

1

0

1

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

3ξ  

 



 

 

125

单位化得 
1

2
0

1

2

「 ㊣
| |
| |
= | |
| |
| |-
| |㊣ 」

3η  

于是得正交变换矩阵 
1 1

0
2 2

( ) 0 1 0

1 1
0

2 2

「 ㊣
| |
| |

= = | |
| |
| |-
| |㊣ 」

1 2 3， ，C η η η  

T

3 0 0

0 3 0

0 0 1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

C AC  

所以，原二次型的标准型为 
T T T 2 2 2

1 2 3( ) ( ) 3 3f y y y= = = + +CY ACY Y C AC Y  

用正交变换法化二次型为标准形的步骤.  

1.写出二次型 f 的实对称矩阵 A； 

2.求出 A的全部特征值与特征向量； 

3.对于单特征根所对应的特征向量只作单位化，而对重特征根，首先判断其对应的特征

向量是否正交，若不正交，则需先进行正交化而后再单位化； 

4.用正交单位向量作为列向量写出正交变换矩阵 C，则 T =C AC Λ ， Λ 中的
( 1 2 )i i nλ = …，， ， 从左上角到右下角排列的顺序，应与C中的列向量从左到右的排列顺序相对应.  

注意：因矩阵 A属于某一特征值的特征向量有无穷多个，而列向量的排列顺序也不唯一，

所以得到的正交变换矩阵 C不是唯一的，因而所得到的二次型的标准形也不是唯一的.  

三、用配方法将二次型化为标准型 

例 2  把二次型 1 2 1 3 2 34 2 2f x x x x x x= - + + 化为标准型，并写出所用的线性变换.  

解  此二次型无平方项，通过可逆线性变换，先化成有平方项，然后进行配平方，令 

1 1 2

2 1 2

3 3

x y y

x y y

x y

= +㊣
| = -㊣
| =㊣

        （5.8） 

则 

1 2 1 2 1 2 3 1 2 3

2 2
1 2 1 3 2 3 1 3 2 3

2 2
1 2 1 3

4( )( ) 2( ) 2( )

4( ) 2 2 2 2

4 4 4

f y y y y y y y y y y

y y y y y y y y y y

y y y y

= - + - + + + -

= - - + + + -

= - + +

 

对 1y 进行配平方 
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2 2
1 1 3 2

2
2 2

1 3 3 2

2
2 2

1 3 2 3

4( ) 4

1
4 4

2

1
4 4

2

f y y y y

y y y y

y y y y

= - - +

㊣ ㊣= - - + +| |
㊣ ㊣

㊣ ㊣= - - + +| |
㊣ ㊣

 

令 

1 1 3

2 2

3 3

1

2
z y y

z y

z y

㊣ = -|
|
=㊣

| =|
㊣

      （5.9） 

于是得标准型 2 2 2
1 2 34 4f z z z= - + + . 为了写出所用的线性变换，先由式（5.9）反解出 1 2y y、

和 3y ，得 

1 1 3

2 2

3 3

1

2
y z z

y z

y z

㊣ = +|
|
=㊣

| =|
㊣

       （5.10） 

把式（5.10）代入式（5.8），得 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 3

1

2
1

2

x z z z

x z z z

x z

㊣ = + +|
|
| = - +㊣
|
=|

|㊣

       （5.11） 

式（5.11）就是所求的线性变换，因为该变换矩阵的行列式 
1

1 1
2
1

1 1 2 0
2

0 0 1

- = - ≠  

所以线性变换式（5.11）是可逆的，故式（5.11）为所求之可逆线性变换.  

由于式（5.11）的变换矩阵为 
1

1 1
2
1

1 1
2

0 0 1

「 ㊣
| |
| |
| |= -| |
| |
| |
| |㊣ 」

C  

于是式（5.11）可记为 X=CZ，因而 
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T T T T 2 2 2
1 2 3( ) ( ) ( ) 4 4f z z z= = = = - + +X AX CZ A CZ Z C AC Z  

其中 

T

4 0 0

0 4 0

0 0 1

-「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

C AC  

一般 n元变量的二次型（5.1），用配方法将其化为标准型的步骤为.  

1.若无平方项，即 11 22 0nna a a= = = =… ，而某个 0ija ≠ ，则可设 

1 1

i i j

j i j

n n

x y

x y y

x y y

x y

=㊣
|
|
| = +
||
㊣
| = -|
|
|
=|㊣

…

…

…

 

化出平方项；  

2.若有平方项，则对其中的非完全平方项逐个配平方；  

3.求出可逆线性变换矩阵 C，把 X=CZ代入 Tf = X AX ，则 T T( )f = Z C AC Z 即为所求的

标准型.  

注意：（1）在配平方中，主要用到公式 
2 2 2( ) 2a b a ab b+ = + + ， 

2 2 2 2( ) 2 2 2a b c a b c ab bc ac+ + = + + + + +  

（2）一个二次型经可逆线性变换化为标准型时，其自变量的个数不能增加也不能减少.  

习题 5.2 

1.用配方法化二次型为标准型  

（1） 2 2
1 2 1 2 2 32 4 4f x x x x x x= + - -  

（2） 1 2 2 3 1 3f x x x x x x= + +  

2.用正交变换化二次型为标准型  

（1） 2 2
1 2 1 2 2 32 4 4f x x x x x x= + - -  

（2） 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 5 5 4 4 8f x x x x x x x x x= + + + - -  

（3） 2 2 2
1 2 3 1 32 4 5 4f x x x x x= + + -  

（4） 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 34 4 8 4f x x x x x x x x x= + + - - -  

3.用正交变换化下列二次型为标准型  

（1） 2 2 2
1 2 3 1 2 2 32 3 4 4f x x x x x x x= + + + -  

（2） 2 2 2
1 2 3 1 32f x x x x x= + + -  

（3） 2
2 1 32f x x x= +  

4.求可逆线性变换 X=CY，把二次型 2 2 2
1 2 32 3 5f x x x= - + 化为系数全为 1，-1，0的形式.  

5.在平面直角坐标系中，方程 2 25 6 5 6 2 2 2 4 0x xy y x y- + - + - = 表示什么样的曲线？ 
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第三节  实二次型的分类与判定法 

一、实二次型的分类 

在上一节中，已经证明实二次型不论通过何种可逆线性变换化为标准型，其所含项数是

确定的，不仅如此，在限定变换为实变换时，标准形中正项个数和负项个数也是不变的，且

正项个数与负项个数之和恰等于二次型 f 的秩.  

定义 5.4  若秩为 r的 n元实二次型 f 经可逆线性变换化为标准型 
2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1k k k k r rf a y a y a y a y a y+ += + + + - - -… …  

( 0 1 2 )ia i r r n＞ = …， ，， ，， ≤ ，      （5.12） 

则称正平方项个数 k为 f 的正惯性指数，而负平方项个数 r k- 为 f 的负惯性指数.  

定理 5.3（惯性定理）  在秩为 r的 n 元实二次型的标准型中，它的正项个数 k和负项个

数 r k- 都是唯一确定的.  

从几何角度考虑就是通过可逆线性变换把二次曲线方程化为标准方程时，方程的系数是

与所做的线性变换有关，但曲线的类型（椭圆型，双曲型等）是不会因所做线性变换的不同

而有所改变的.  

定义 5.5  设实二次型 T
1 2( )nf x x x =…， ， ， X AX ，对于任意一组不全为零的实数

1 2 nc c c…， ， ， ， 

（1）若 1 2( ) 0nf c c c ＞…， ， ， ，则称 f为正定的，并称实对称矩阵 A是正定的； 

（2）若 1 2( ) 0nf c c c ＜…， ， ， ，则称 f为负定的，并称实对称矩阵 A是负定的； 

（3）若 1 2( ) 0nf c c c…， ， ， ≥ ，则称 f为半正定的，并称实对称矩阵 A是半正定的； 

（4）若 1 2( ) 0nf c c c…， ， ， ≤ ，则称 f为半负定的，并称实对称矩阵 A是半负定的； 

（5）若对某些 1 2( ) 0nc c c ≠…， ， ， ，有 1 2( ) 0nf c c c ＞…， ， ， ，而对另一些 1 2( ) 0nc c c ≠…， ， ， ，

又有 1 2( ) 0nf c c c ＜…， ， ， ，财称 f为不定的，并称实对称矩阵 A是不定的.  

我们主要讨论正定二次型和正定矩阵.  

二、正定二次型和正定矩阵的判别法 

定理 5.4  n 元实二次型 2 2 2
1 1 2 2 n nf k x k x k x= + + +… 为正定的充分必要条件是

0( 1 2 )ik i n＞ = …，， ， .  

根据定理 5.1和定理 5.4可得如下推论.  

推论 1  对称矩阵 A为正定的充分必要条件是 A的特征值全为正.  

推论 2  若对称矩阵 A为正定，则|A|=0.  

例 1  判断二次型 2 2 2
1 2 3 1 32f x x x x x= + + - 是否正定. 

解  二次型 f 的矩阵 

1 0 1

0 1 0

1 0 1

-「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

A  
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由 
1 0 1

| | 0 1 0 (1 )(2 ) 0

1 0 1

λ
λ λ λ λ λ

λ

- -
- = - = - - =

- -
A E  

得 1 2 30 1 2λ λ λ= = =， ， . 因为 A的特征值不全为正数，所以 f 不是正定的.  

定理 5.5  n元实二次型 T
1 2( )nf x x x =…， ， ， X AX 为正定的充分必要条件是其正惯性指数

等于 n .  

证  设可逆线性变换 X=CY，使 
T 2 2 2

1 1 2 2 n nk x k x k x= + + +…X AX ，      （5.13） 

因为 C是可逆矩阵，所以， 1 2 nx x x…， ， ， 不全为零与 1 2 ny y y…， ， ， 不全为零是等价的，显然，

当 1 2 ny y y…， ， ， 不全为零时 
2 2 2

1 1 2 2 0n nd x d x d x+ + + ＞…  

的充分必要条件是： 0( 1 2 )id i n＞ = …，， ， ，即正惯性指数等于 n .  

例 2  判断二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 35 6 4 4 4f x x x x x x x= + + - - 是否正定. 

解  用配平方法，得 
2 2 2

3 1 1 2 2(2 ) (2 ) 5f x x x x x= - + - + ， 

令 

1 1 3

2 1 2

3 2

2

2

y x x

y x x

y x

= - +㊣
| = -㊣
| =㊣

       （5.14） 

因变换矩阵的行列式 
1 0 2

2 1 0 0

0 1 0

-
- ≠  

故式（5.14）是可逆线性变换，经此变换得到 2 2 2
1 2 35f y y y= + + ，因为 f 的正惯性指数等于 3，

所以 f 为正定二次型.  

定理 5.6  n元实二次型 T
1 2( )nf x x x =…， ， ， X AX 为正定的充分必要条件是其对称矩阵 A

的各阶顺序主子式全大于零，即 

11 1
11 12

11
21 22

1

0 0 0
n

n nn

a a
a a

a
a a

a a

＞ ＞ ＞
…

… … … …
…

， ， ， ； 

n元实二次型 T
1 2( )nf x x x =…， ， ， X AX 为负定的充分必要条件是其奇数阶主子式为负，而偶

数阶主子式为正，即 

11 1

1

( 1) 0( 1 2 )
r

r

r rr

a a

r n

a a

- ＞ =
…

… … … …
…

，， ， . 

这个定理称为霍尔维茨定理（证明略）.  

例 3  判别二次型 2 2 25 6 4 4 4f x y z xy xz= - - - + + 的正定性.  
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解  二次型 f 的矩阵为 

5 2 2

2 6 0

2 0 4

-「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

A  

又因 

11 12
11

21 22

5 2
5 0 26 0

2 6

| | 80 0

a a
a

a a

-
= - ＜ = = ＞

-

= - ＜A

 

根据定理 5.4可知 f 为负定. 

例 4  x y， 取何值时，矩阵 

1 2 0 0

2 0 0

0 0 2 1

0 0 1

x

y

「 ㊣
| |
| |=
| |-
| |

-㊣ 」

A  

是正定的？ 

解  根据定理 5.4，可知矩阵 A为正定的充分必要条件是其各阶顺序主子式全大于零，即 
1 2

4 0
2

1 2 0
1 2

2 0 2 2( 4) 0
2

0 0 2

1 2 0 0

2 0 0 1 2 2 1
( 4)(2 1) 0

0 0 2 1 2 1

0 0 1

x
x

x x
x

x
x y

x y

y

= - ＞

= = - ＞

-
= = - - ＞

- -
-

 

解得当
1

4
2

x y＞ ＞， 时，矩阵 A为正定.  

习题 5.3 

1.判断下列二次型是否正定  

（1） 2 2 2
1 2 3 1 2 2 32 5 2 4f x x x x x x x= + + + - ； 

（2） 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 33 5 4 4 8f x x x x x x x x x= + + + - - ； 

（3） 2 2 2
1 2 3 1 2 2 33 4 5 4 4f x x x x x x x= + + + - ； 

（4）
1

2
1

1 1

n n

i i i
i i

f x x x
-

+
= =

= +∑ ∑ .  

2.求参数 t的值，使二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 4 2 2 2f x x x x x tx x x x= + + + + - 为正定二次型.  

3.已知 A为m n× 实矩阵，试证：AAT
是具有非负特征值的 m阶实对称矩阵.  

4.已知 A是正定矩阵，且又是正交矩阵，试证：A是单位矩阵.  

5.设 U为可逆矩阵， T=A U U，证明： Tf = X AX 为正定二次型. 
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第四节  在投入产出模型预测法中的应用 

投入产出分析亦称投入产出法，投入产出技术或部门间平衡法. 它既是一种进行部门（产

品）间综合平衡的计划方法，又是一种预测未来的经济预测法，还是一种对经济结构、经济

效益、经济政策和商品价格等经济问题进行综合分析的经济分析方法.  

一、投入产出模型 

（一）投入产出表 

所谓“投入”是指产品生产所需原材料、辅助材料、燃料、动力、固定资产折旧和劳动

力投入；所谓“产出”，是指产品生产的总量及其分配使用的方向和数量，包括生产消费、

生活消费、出口和积累等. 生产过程就是投入与产出关系的客观反映. 一定时期内产品的产出

受投入的影响，产出量也制约着投入. 投入与产出的数量关系可编制一种矩形的表格——投入

产出表. 按实物形态编制称为实物表，按价值形态编制称为价值表，两者结构相同但相差一个

价格因素. 现以价值形态的（表 5-1）为例，介绍投入产出表. 

表 5-1  部门间投入产出表（价值型） 

 
中间产品 最终产品 

总产品
1 2 … j … N 合计 消费 储备 出口 合计 

物 

质 

消 

耗 

1 x11 x12 … x1j … x1n     y1 x1 

2 x21 x22 … x2j … x2n     y2 x2 

︙  ︙  ︙   ︙   ︙      ︙  ︙  

i xi1 xi2 … xij … xin     yi xi 

︙  ︙  ︙   ︙   ︙      ︙  ︙  

n  xn1 xn2 … xnj … xnn     yn xn 

合计             

净 

产 

值 

劳动报酬 V1 V2 … Vf … Vn   

社会纯收入 M1 M2 … Mf … Mn   

合计 Z1 Z2 … Zj … Zn   

注：为简便计，本表未列入固定资产折旧.  
 
设国民经济分为 n个部门：1 2 n…，， ， . 如“1”代表煤炭，“2”代表钢铁，……，这里“部

门”是指“产品部门”而非行政划分，即同类产品的产品类. 现以 1 2 nx x x…， ， ， 表示各部门产品

的总价值量（单位时间，如一年内的产品价值量）称为总产品，以 1 2 ny y y…， ， ， 代表各部门最

终产品，即各部门分配给居民个人消费和社会集团消费的生产和非生产性积累、储备、出口等

方面的产品，亦即各部门总产品中扣除给其他部门及本部门作生产用的产品之外，不参加生产

周转的那一部分产品. ijX 表示第 i部门分配给第 j部门的产品，或说第 j部门在生产过程中对第
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i部门留在本部门产品消耗，也称部门间流量 （ 1 2 0iji j n X= …， ，， ， ； ≥ ）. ( 1 2 )iiX i n= …，， ，

表示第 i部门留在本部门内做生产使用的那部分产品. 如： 11X 表示第 1 部门留在本部门内做

生产使用的那部分产品； 12X 表示第 1 部门分配给第 2 部门的产品. 0ijX = 表示第 i部门没有

分配给第 j部门产品，或第 j部门在生产中未消耗第 i部门产品； jV 表示第 j部门劳动者报酬

即工资总额； jM 表示第 j部门为社会劳动创造价值，即纯收入. j j jV M Z+ = 称净产值.  

表 5-1被粗实线划分为四个部分.  

左上部分：反映国民经济各物质生产部门之间生产和分配关系，即投入与产出关系.  

右上部分：反映各物质生产部门总产品中可供社会最终消费使用的产品及最终产品使用

情况.   

左下部分：反映各物质生产部门新创造价值，也反映国民收入的初次分配构成.  

右下部分：（本书暂不介绍）.  

（二）基本平衡方程式 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

n

n

n n nn n n

x x x y x

x x x y x

x x x y x

+ + + + =㊣
| + + + + =|
㊣
|
| + + + + =㊣

…
…

… … … … … …
…

 

即  

1

( 1 2 )
n

ij i i
j

x y x i n
=

+ = =∑ …，， ，  

每个方程表明每一部门（生产部门）分配给各部门的产品加上最终产品等于总产品. 而对

纵列表示的每一生产部门来讲，各部门对它提供的生产性消耗，即生产性投入加上该部门新

创造价值等于总产品. 于是又有 

11 21 1 1 1

12 22 2 2 2

1 2

n

n

n n nn n n

x x x z x

x x x z x

x x x z x

+ + + + =㊣
| + + + + =|
㊣
|
| + + + + =㊣

…
…

… … … … … …
…

 

即 

1

( 1 2 )
n

ij j j
i

x z x j n
=

+ = =∑ …，， ，  

前者称产品分配平衡方程式，后者称消耗平衡方程式. 
（三）直接消耗系数及完全消耗系数 

要定量掌握各部门间相互联系，必须研究各部门间的直接消耗和完全消耗. 直接消耗指某

部门的产品在生产过程中，直接对另一部门产品的消耗，例如炼钢过程中的电力消耗，就是

钢铁部门对电力部门的直接消耗.  

定义：直接消耗系数指某部门所直接消耗的其他部门的产品价值与该（某）部门总产品

价值的比值. 如 
/ ( 1 2 1 2 )ij ij ja x x i n j n= = =… …，， ， ； ，， ，  

即第 j部门（如钢铁部门）生产单位产品，消耗第 i部门（如电力部门）的产品数量.  



 

 

133

直接消耗系数矩阵：A=(aij)，为 n n× 矩阵.  

当然，各物质生产部门之间除存在直接消耗关系外，还存在间接消耗. 如炼钢过程中除消

耗电力（是钢对电力的直接消耗），还要消耗铁、焦炭、冶金设备等，而炼铁、炼焦炭和制造

冶金设备也要消耗电力，是钢对电力的一次间接消耗. 继续分析下去，还可以找出钢对电力的

二次、三次等多次间接消耗. 显然，要掌握部门间相互联系，必须研究总消耗，即完全消耗.  
( 1 2 1 2 )ijb i n j n= =… …，， ， ； ，， ， 为完全消耗系数，B=(bij)，为 n n× 矩阵. 表示第 j部门

生产单位产品对第 i部门产品的完全消耗量. 一般 

B=(I -A)-1-I 

式中，I为单位矩阵，I -A称为系数矩阵（里昂惕夫逆矩阵）. 

（四）投入产出模型的基本形式 

1.国民经济各部门总产品与最终产品之间数量关系模型 

将 /ij ij ja x x= ， ij ij jx a x= 代入
1

n

ij i i
j

x y x
=

+ =∑ ，有 

1

( 1 2 )
n

ij j i i
i

a x y x i n
=

+ = =∑ …，， ，  

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n n

a x a x a x y x

a x a x a x y x

a x a x a x y x

+ + + + =㊣
| + + + + =|
㊣
|
| + + + + =㊣

…
…

… … … … … …
…

 

简记为                      AX+Y=X 

移项整理为               Y=(I - A)X 

上式即为国民经济各部门总产品与最终产品之间数量关系模型.  

2.国民经济各部门净产值与总产值之间数量关系模型 

将 ij ij jx a x= 代入消耗平衡方程式
1

n

ij i i
j

x y x
=

+ =∑ ，则 

1

( 1 2 )
n

ij j j j
i

a x z x j n
=

+ = =∑ …，， ，  

或记为 

1

( 1 2 )
n

j ij j j
i

x a z x j n
=

+ = =∑ …，， ，  

详细列出方程组 

1 1 1 1

2 2 2 2

i

i

n in n n

x a z x

x a z x

x a z x

㊣ + =
|

+ =|
㊣
|
| + =㊣

∑
∑

∑
㊣

 

或记为 
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1

2

i

i

in

a

a

a

「 ㊣
| |
| |

· + =| |
| |
| |
㊣ 」

∑
∑

∑
㊣

X Z X . 

记为 

DX+Z=X 

Z=(I - D)X 

上式为国民经济各部门净产值与总产值之间数量关系模型. 

3.完全消耗系数模型 

设完全消耗系数 ( 1 2 1 2 )ijb i n j n= =… …，， ， ； ，， ， 表示生产 j部门单位产品所需完全消耗

i部门产品的数量，k为生产中间产品的部门； ikb 为生产 k部门单位产品需要消耗 i部门产品的

数量； kja 为生产 j部门单位产品需要消耗 k部门产品的数量. 则
1

n

ik kj
k

b a
=
∑ 便是全部间接消耗.  

所以，完全消耗系数
1

n

ij kj ik kj
k

b a b a
=

= ∑ 若写成矩阵形式，为 

B=A+BA 

其中 ( )ij n nb ×=B  为完全消耗系数矩阵. 由于 B-BA=A，即 B(I-A)=A，两边各乘(I-A)-1，

得 

B=A(I-A)-1 

再以 A=I-I+A代入上式，便有 

B=(I-I+A)(I-A)-1 

B=(I-A)-1-I 

这便是计算完全消耗系数的公式. 所以算得直接消耗系数后，代入此式，便可算出完全消

耗系数.  

将上式写为(I-A)-1=B+I，并代入 X=(I-A)-1Y，则 X=(B+I)Y 

此式说明，在 Y已知，完全消耗系数已算出的情况下，也可以算出各部门的总产量 X. 

二、国民经济投入产出预测 

（一）小结 

将上面讨论内容，汇总整理为如下四个部分，以供预测分析时使用.  

1.投入产出表的四个部分 

（1）左上部分：反映国民经济物质生产各部门之间生产与分配产系，即投入与产出关系.  

（2）右上部分：反映各物质生产部门总产品中可供社会最终消费使用的产品及最终产品

使用情况.  

（3）左下部分：反映各物质生产部门创造价值，也反映国民收入的初次分配构成.  

2.基本平衡方程 

AX+Y=X 

产品分配平衡方程式 

DX+Z=X 
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3.消耗平衡方程式  

直接消耗系数，即第 j部门生产单位产品消耗第 i部门产品数量，即 
/ij ij ja x x=    1 2i j n= …（， ，， ，） 

完全消耗系数
1( ) ( )ij n nb -

×= = - -B I A I ，即 j部门生产单位产品对第 i部门产品的完全消

耗量.  

B=(I-A)-1X 

B=(B+I)Y 

4.投入产出模型基本形式 

AX+Y=X 

AX=X-Y 

Y=(I-A)X 

X=(I-A)-1Y 

即国民经济各部门总产品与最终产品（不含消耗）之间数量关系模型.  

DX+Z=X   或  Z=(I-D)X 

上式为国民经济各部门的资产值与总产值之间数量关系模型.  

（二）投入产出分析预测 

1.国民经济最终产品预测 

已知各部门生产计划 X，用 Y=(I-A)X预测国民经济最终产品.  

例 1  为方便讨论，假设国民经济分重、轻、农三个部门，1990 年各部门投入产出如

表 5-2所示. 设 1992年重、轻、农的生产计划分别为 110亿元、80亿元、50亿元时，这三个

部门的最终产品将为多少？ 

表 5-2  投入产出表  

单位：亿元      

 
生产部门 最终 

产品 
总产值 

重工业 轻工业 农业 合计 

生 

产 

部 

门 

重工业 30 20 10 60 40 100 

轻工业 20 5 6 31 29 60 

农业 15 10 4 29 6 35 

合计 65 35 20 120 75 195 

国民收入 
劳动报酬 (V) 25 19 10 54   

社会纯收入(M) 10 6 5 21   

 总产值 100 60 35 195   

 
 

经计算         
0.3 0.333 0.286

0.2 0.083 0.171

0.15 0.167 0.114

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A      
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0.700 0.333 0.286

0.20 0.917 0.171

0.15 0.167 0.886

- -「 ㊣
| |- = - -| |
| |- -㊣ 」

I A  

计划 1992年

110

80

50

㊣ ㊣
| |= | |
| |
㊣ ㊣

X ，代入公式 

110 36.36

( ) ( ) 80 42.81

50 14.44

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= - = - =| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

Y I A X I A  

2.各部门生产规模预测 

预测公式用 X=(I-A)-1Y.  

例 2  1990年部门投入产出表如表 5-2所示.  

由                

0.3 0.333 0.286

0.2 0.083 0.171

0.15 0.167 0.114

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A  

得            

0.7 0.333 0.286

0.2 0.917 0.171

0.15 0.167 0.886

- -「 ㊣
| |- = - -| |
| |- -㊣ 」

I A  

1

1.771 0.793 0.736

( ) 0.469 1.335 0.409

0.395 0.386 1.331

-

「 ㊣
| |- = | |
| |㊣ 」

I A  

当

38

35

10

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

Y 时 

1

1.771 0.793 0.736 38 108.733

( ) 0.469 1.335 0.409 35 69.337

0.395 0.386 1.331 10 41.830

-

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= - = =| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

X I A Y  

为 1991 年三个部门的生产规模（1991年底三部门的最终产品是 38，35，10）.  

3.国民收入预测（仍以例 2为例） 

1

2

3

0.3 0.2 0.15 0.65

0.333 0.83 0.167 0.583

0.286 0.171 0.114 0.565

i

i

i

a

a

a

「 ㊣ + +「 ㊣ 「 ㊣| | | | | |= = + + =| | | | | || | | | | |+ +㊣ 」 ㊣ 」| |㊣ 」

∑
∑
∑

D  

0.35

0.417

0.435

「 ㊣
| |- = | |
| |㊣ 」

I D  

由    

0.35 108.733 38.057

( ) 0.417 69.337 28.775

41.830 18.1960.435

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= - = =| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

Z I D X  
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从而由 1991年的生产规模得到 1991年的国民收入 

Z=Z1+Z2+Z3=38.057+28.775+18.196=85.028（亿元） 

4.国民经济部门结构调整预测 

上例假定所反映的经济结构不合理，需对各部门比重进行调整，调整期为三年，在调整

期内，轻工产品最终产品递增速度 10%，农业 6%，重工业 4%，试预测经三年调整到 1993年，

三大产业产值为多少？ 

解：          3
1 2 40 1 0.04 44.995y = × + =（） （ ）  

3
2 2 29 1 0.10 38.599y = × + =（） （ ）  

3
3 2 6 1 0.06 7.146y = × + =（） （ ）  

1

1.771 0.793 0.738 44.995 115.568

( ) 0.469 1.335 0.409 38.599 75.555

0.395 0.386 1.331 7.146 42.184

-

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= - = =| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

X I A Y  

此即 1993年三大产业部门的产值.  

5.劳动报酬和劳动力需求预测 

在各部门总产值已确定或己知情况下，可通过投入产出表预测各部门劳动报酬. 进而如果

已知计划期平均每年劳动力单位劳动报酬则可预测劳动力需求量.  

定义：第 j部门的生产单位产品（ 产值 ）的劳动报酬为第 j部门的劳动报酬系数 vja .  

/vj j j

j vj j

a V x

V a x

=

=
 

定义： vjS 为第 j部门平均每年每劳动力的劳动报酬，以 jL 表示第 j部门的劳动力需求量，

则 
/j j vj

j vj j

L V S

V S L

=

=
 

利用例 1资料可得 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

/ 25 /100 0.25

/ 19 / 60 0.317

/ 10 / 35 0.286

v

v

v

a v x

a v x

a v x

= = =

= = =

= = =
 

仍设农、轻、重在计划期总产值分别为 110亿、80亿、50亿，则对应劳动报酬为 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0.25 110 27.5

0.317 80 25.36

0.286 50 14.30

v

v

v

V a x

V a x

V a x

*

*

*

= = × =

= = × =

= = × =

（ ）

（ ）

（ ）

亿元

亿元

亿元

 

又设计划期三个部门的年平均劳动报酬分别为 3000 元、2500 元、1000 元，则重、轻、

农在计划期的劳动力需求量为 
8

1 1 1

27.5 10
/ 912

3000vL V S
×

= = = 万人（ ） 

8

2 2 2

25.36 10
/ 1014

2500vL V S
×

= = = 万人（ ） 
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8

3 3 3

14.30 10
/ 1430

1000vL V S
×

= = = 万人（ ） 

通过以上的介绍，可以看到，数学模型的构造、理论上的讨论、方法的运算步骤，都没

有超出矩阵及其代数运算的范围. 

第五节  综合应用 

一、在量子力学中的应用 

量子力学是物理学的一门重要的基础理论课程，也是物理学工作者从事现代物理学研究不可

缺少的基本知识和基本训练. 它的应用范围非常广泛，在固体物理、介观物理、原子分子物理、

表面物理、原子核物理、天体物理，甚至化学、生物学等各个领域中都有许多精彩的应用. 

19世纪末 20世纪初，经典物理学，主要是经典力学、热力学和经典统计物理学、经典电

动力学，已经发展得相当完善. 比方说，速度远小于光速的物体的机械运动遵从牛顿力学规律；

电磁现象满足麦克斯韦方程组；光的现象满足光的波动理论；特别是当时已认识到热辐射和

光辐射都是电磁波，还提出了热辐射满足的基尔霍夫（Kirchhoff）定律和斯忒藩（Stefan）-

玻尔玆曼（Boltzmann）定律，证实黑体辐射的能量密度与温度的四次方成正比. 对于热现象，

除了已经有了非常系统的热力学理论外，还有玻尔玆曼、吉布斯（Gibbs）等人提出的统计物

理学. 经典物理学的大厦已经建立得相当完美了. 

但是，在和实验进一步对比的过程中，也出现了一些困难，在经典物理的范畴内是无法

解释黑体辐射、光电效应、原子光谱、原子稳定性、固体比热、束缚态电子比热、振动比热

等问题，而引入量子化假设 hv=ε 及玻尔模型后，可以化解经典物理学的困难，式中ε 为量子
能量， v为频率， h为普朗克常量，每个量子的能量与频率成正比. 

量子力学的研究中，矩阵力学是基础. 物理学家将力学量看成算符. 通过将经典力学运动

方程中的坐标和动量都当作算符的方法，引入 r和 p的对易关系，将经典的泊松括号改为量子

的泊松括号，实现量子化. 这种量子化，通常称为正则量子化. 在选定了一定的“坐标系”或

称表象后. 算符用矩阵表示，算符的运算归结为矩阵的运算. 

量子力学中的所有公式都可以用矩阵表述，从而构成矩阵力学. 

在量子力学中，有重要作用的“本征值方程”，就是线性代数中的矩阵的特征方程的应

用.算符 F̂ x
i x

∂㊣ ㊣
| |∂㊣ ㊣

ħ
， 的本征值方程为 

ˆ ( ) ( )F x x t x t
i x

Ψ λΨ∂㊣ ㊣ =| |∂㊣ ㊣

ħ
， ， ，           （5.15） 

其中λ为本特征值.将 F̂ 及Ψ 在 Q̂表象中表示出来，可得出（5.15）式的矩阵形式 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n

n

n n nn n n

F F F a t a t

F F F a t a t

F F F a t a t

λ

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |=
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

… …
… …

… … … … … ︙ ︙
… …

… … … … … ︙ ︙

        （5.16） 
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式（5.16）可改写成 

mn n m
n

F a aλ=∑                  （5.17） 

或 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

( )

( )

0

( )

n

n

n n nn n

F F F a t

F F F a t

F F F a t

λ
λ

λ

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |-| | | |
| | | | =
| | | |

-| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

… …
… …

… … … … … ︙
… …

… … … … … ︙

        （5.18） 

方程（5.18）式是一个齐次线性方程组 

( ) 0 ( 1 2 )mn mn n
n

F a m nλδ- = =∑ … …，， ，         （5.19） 

这个方程组具有非零解的条件是它的系数行列式为零，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

det 0

n

n

mn mn

n n nn

F F F

F F F

F

F F F

λ
λ

λδ
λ

-
-

- ≡ =
-

… …
… …

… … … … …
… …

… … … … …

        （5.20） 

（5.20）式称为久期方程. 解久期方程得到一组λ的值： 1 2 nλ λ λ… …， ， ， ， ，它们就是算符 F̂ 的本

征 值 . 以 求 得 的 本 征 值 iλ 代 入 （ 5.18 ） 式 ， 解 出 一 组 对 应 的 本 征 函 数

{ }1 2( ) ( ) ( ) ( 1 2 )i i ina t a t a t i n=… … … …， ， ， ， ，， ，， ，进行归一化后，就得出了 F̂ 的本征值和本征函数. 

于是，矩阵力学提供了另外一种求本征值和本征函数的方法. 它将求本征值的问题归结为

求久期方程的根. 在波动力学中，求本征值和本征函数的问题，归结为在初始条件和边界条件

下求解微分方程，在矩阵力学中，求本征值和本征函数的问题，简化为求解线性齐次的代数

方程组（5.19）. 

上面的叙述中，如抽象掉算符的内在含义，视其为一矩阵，其讨论又与线性代数中的特

征值、特征方程的叙述没有什么本质上的区别. 

二、在化学计量学中的应用 

化学是自然科学的一个重要分支，应用极其广泛.其中，化学计量学的发展历史、研究内

容和应用领域，有突显数学、统计学的重要应用. 

化学计量学是以数学和统计学为基础发展起来的，各种化学计量学方法中大量使用数学

和统计学知识，如线性代数、概率论、矩阵理论、数理统计、最优化方法、图论等，用得最

多、也最为基础的就是线性代数和统计学知识. 在化学计量学中，需要把化学信息用适当的形

式表达出来，以便于计算. 

化学计量学中很多种类的数据可以用矢量和矩阵表示，如一组标准溶液中某一组分的浓

度值组成一个矢量（有一系列标准浓度组成），而如果把标准系列中某几个组分的浓度值组合

在一起就组成了一个浓度矩阵. 在化学计量学中，数据处理的形式多种多样，但一般尽量把数

据组合在一起，用矢量或矩阵，甚至是张量来表示，这样做可以简化数学处理过程，也容易

理解、记忆和表达. 
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（一）众所周知，20 世纪 50 年代以后，仪器分析方法迅速崛起，各类分析仪器所能提供

的数据容量迅速增加. 一般的化学分析方法，一次实验往往只能得到有限的几个数据，如滴定

分析的实验数据无非是消耗滴定剂体积，重量分析中沉淀物的重量等. 而仪器分析方法的一个

实验往往可以得到一组数据，如一个色谱图、一个极谱图、一个光谱图等，他们都包含一系

列数据. 化学计量学针对这样的数据，提出了一些方法能从中获取更多的有用信息，为分析化

学展现了一个非常独特的美好前景. 

例如利用多个光谱点可以进行多组分同时测定 . 设一个光谱包含 n 个波长点
1 2i i nλ = …（ ，， ，），如果样品中含有m个组分，则可以从 n个波长中选择m个（假设 n m＞ ，

一般情况下都能满足这个条件），按 Beer定律列出方程组， 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

m m

m m

m m m mm m

A k c k c k c

A k c k c k c

A k c k c k c

= + + +㊣
| = + + +|
㊣
|
| = + + +㊣

…
…

…
…

 

式中， iA为对应波长下样品的吸光度：为第 1到第m个组分的浓度； ijk 是第 j个组分在第 i个

波长下的吸光系数，为常数. 很显然，如果利用各个组分的标准溶液测定它们在各个波长下的

吸光系数 ijk ，并测定未知混合样品的吸光度，通过解上述方程组，很容易计算出m个组分的

浓度. 这种分析方法，在吸光系数已知的情况下，对未知样品进行一次测量，就可以进行多组

分含量的同时测定，显然测试效率得到了提高. 不过，该方法不能保证每个组分都是在最佳条

件下（如最大吸收波长下）进行测定，而且波长的选择也是要考虑的问题. 上述方法只是最简

单的多组分同时测定方法，实际上化学计量学方法利用全部波长的数据，用最小二乘法来计

算各组分含量，准确度更高. 这里，我们再一次看到类似于线性方程组 A=kC的表述形式. 

（二）化学的定量分析中，多元校正是一种重要方法，在实践中应用非常广泛. 

Y=XC+e，在光谱分析中称为多元校正模型. 式中 T
1 2( )ny y y= …， ， ，Y 表示混合物的吸光

度量测矢量， 1 2( )p= …， ， ，X X X X 为吸光系数矢量，其中 T
1 2( )i i i inx x x= …， ， ，X ，

T
1 2( )pc c c= …， ， ，C 为浓度矢量，e为量测误差矢量. 

利用最小二乘法，并将 Y=XC 两边左乘 XT
，得到 XTXC=XTY，由线性代数理论，(XTX)-1

存在，以其左乘上式两边得到(XTX)-1XTXC=(XT)-1Y，即得到浓度的估计量 T 1ˆ ( )-=C X X Y . 上式，

即是多元线性回归的计算公式，在化学计量学中常采用 MATLAB 应用软件，只需一个语句
( * ) *C inv X X X Y′ ′= 就可以计算出浓度矢量各个分值. 

可见，线性代数的一个简单矩阵运算，解决了化学的定量分析问题，获取了大量的有用

信息. 

（三）主成分分析是化学计量学中非常重要的一个方法，解决了很多传统化学方法无法解

决的难题. 

其中，多维变量的主成分分析是线性代数中矩阵运算、正交矩阵、矩阵特征值和特征向

量、向量的范数等各种知识的综合运用. 计算主成分的问题，化解为求矩阵 XTX的特征值问题. 

因此，只要求出 XTX矩阵的所有特征值和特征向量，就求得了所有的主成分. 对于特征值为 iλ
的特征向量 iu ，用公式 i iy u= X ，可以计算第 i个主成分. 将所有特征向量组合在一起得到特

征向量矩阵 1 2[ ]nu u u= …， ， ，U ，于是，所有主成分可以用下式计算， 
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1 2

1 2

[ ]

[ ]
n

n

y y y

u u u

=

=

=

…
…

， ， ，

， ， ，

Y

X X X

XU

 

主成分是 1 2 ny y y…， ， ， 两两正交的，特征向量 1 2 nu u u…， ， ， 也是两两正交的. 而计算主成

分的关键步骤，就是计算矩阵的特征值和特征向量. 由于这部分内容的讨论涉及太多的化学方

面的专业知识，不再作具体的介绍. 

第五章自测题 

一、选择题 

1.设二次型 T
1 2 3( )f x x x =， ， X AX ，其中 

1 1 3

1 0 0

3 0 1

-「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

A  

则，这个二次型是（    ）.  

A. 2 2
1 1 2 1 2 33x x x x x x- + -      B. 2 2

1 1 2 1 3 32 6x x x x x x- + -  

C. 2 2
1 1 2 1 2 32 2 6 2x x x x x x- + -     D. 2 2

1 1 2 1 2 32 6 2x x x x x x- + - +  

2.设 A为二阶实对称矩阵，且|A|=6，若 A有一个特征值 1 2λ = ，则 A的另一个特征值 2λ

是（    ）.  

A.-3        B.-2         C.-1       D.1 

3.二阶方阵
1

2

a

a

「 ㊣
| |
㊣ 」

为正定矩阵的充分必要条件是（    ）.  

A.1 2a＜ ＜                   B. 2a ＞ -  

C. 2a ＞                   D. 2 2a- ＜ ＜  

二、解答题 

1.用矩阵记号表示下列二次型  

（1） 2 2 24 4 2 4f x xy y xz z yz= + + + + + ； 

（2） 2 2 27 2 4 4f x y z xy xz yz= + - - - - ； 

（3） 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 32 4 2 6f x x x x x x x x x x x x= + + + - + - + 2 44x x- .  

2.求化二次型 2 2 2
1 2 3 2 32 3 3 4f x x x x x= + + + 为标准形的正交变换. 

3.判别下列二次型的正定性  

（1） 2 2 2
1 2 3 1 2 1 32 6 4 2 2f x x x x x x x= - - - + + ； 

（2） 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 33 9 19 2 4 2 6f x x x x x x x x x x x x= + + + - + + - 2 412x x- ； 

（3） 2 2
1 2 1 2 2 32 4 4f x x x x x x= + - - .  

4.已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 1 34 4 4f x x x x x x x x x= + + + + + ，求正交矩阵 T，使作变换 X=TZ后，

f 成为标准型，其中 T
1 2 3( )x x x= ， ，X ， T

1 2 3( )z z z= ， ，Z . 

5.已知 2 2 2 2( ) 2 2 2f t x y z xy yz zx w= + + + - + + ，问 t为何值时，二次型 f 是正定的？又 t

为何值时，二次型 f 是正定的？ 



 
第一章  行列式 

习题 1.1 

1.（1） 4t = ，偶排列.  

（2）当 4n k= 及 4 1n k= + 时，为偶排列；当 4 2n k= + 及 4 3n k= + 时，为奇排列. 其中 k为

非负整数.  

（3）当 4n k= 及 4 1n k= + 时，为偶排列；当 4 2n k= + 及 4 3n k= + 时，为奇排列. 其中 k为

非负整数. 

（4）当 4n k= 及 4 1n k= + 时，为偶排列；当 4 2n k= + 及 4 3n k= + 时，为奇排列. 其中 k为

非负整数. 

2.（1） 5i = ， 8j = ； （2）  8i = ， 1j = . 

3.（1）证：由行列式定义知， 

1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

( 1)
n

n

n t
p p np

n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

= -∑

…
…

…
… … …

…

，其中∑是对 !n 项求和.  

∵ 当 1ip ＞ 时， 0( 1 2 1)
iipa i n= = -…，， ， . 

∴ 在
1 21 2( 1)

n

t
p p npa a a-∑ … 中只有一项 11 22 0nna a a ≠… ，且项前符号为正号. 这就证明了

11

21 22
11 22

1 2

0 0

0
nn

n n nn

a

a a
a a a

a a a

=

…
…

…
… … … …

…

. 

（2）证：把 n阶行列式定义写成 1 2( 1) 1 2s
n q q qi qnD a a a i a n= -∑ … … ，其中 1 2 nq q q… 是行标的

一个排列，s是这个排列的逆序数. 因为在第 n列元素中除 a1n外其余全为 0，在第 n-1列元素

中，当 qi＞2 时全为 0，而每一项中 n 个元素取自不同行，不同列. 这样 Dn 中就只有一项

1 1 2 2 1 1 0n n n na a a a- - ≠…， ， ，这项前面的符号是
( 1)

2( 1)
n n-

- ，所以 

11 12 1, 1 1

21 22 2, 1 ( 1)

2
1 1 2 2 1 1

1,1 1,2

1

0

( 1)

0 0

0 0 0

n n

n n n

n n n n

n n

n

a a a a

a a a

a a a a

a a

a

-

- -

- -

- -

= -

…
…

… … … … … …
…
…

， ， . 
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4.（1） 43 21 35 12 54a a a a a 包含在五阶行列式中，行标排列的逆序数为 1 1 3 0 5s = + + + = ，列

标排列的逆序数为 1 0 2 1 4t = + + + = . 所以，这项的符号为 5 4 9( 1) ( 1) 1+- = - = - ，即这项前面带

负号； 

（2） 33 16 72 27 55 61 44a a a a a a a 包含在七阶行列式中，行标排列的逆序数为 1 0 2 1 1 3 8s = + + + + + = ，

列标排列的逆序数为 0 2 0 2 5 3 12t = + + + + + = . 所以，这项的符号为 8 12 20( 1) ( 1) 1+- = - = ， 即

这项前面带正号. 

5.含 4x 的项是 4
11 22 33 44 10a a a a x= ，含 3x 的项是 3

12 21 33 44 2a a a a x= 及 3
14 22 33 41 3a a a a x= - . 

6.由行列式定义
1 2 3 4 55 1 2 3 4 5( 1)t

p p p p pa a a a a= -∑D 可知，在 3 4 5p p p， ， 中至少有一个大于或

等于 3，对应的
3 4 53 4 5p p pa a a， ， 中至少有一个为 0，因此总有

1 2 3 4 51 2 3 4 5 0p p p p pa a a a a = ，则 5 0D = . 

习题 1.2 

1.（1）2000；（2）160；（3）0；（4）
4 3

2( 1) 5 .
5

ae
bd abde

× ㊣ ㊣- - × - =| |
㊣ ㊣

 

2. 5 0=D . 

3. 1( 1)( 1)na n a -+ - - . 

4. 11 22 33 44 55a a a a a ； 11 22 33 45 54a a a a a- . 

习题 1.3 

1.（1） 2( 1)( 3)a a- - ；（2） 4abcdef ；（3）432；（4）0. 

2.
12

5
x = . 

3.（1） 2n na a -- ；（2） 1[ ( 1) ] ( )na n b a b -+ - · - ；（3） 0 1 2
1

1n

n
i i

a a a a
a=

㊣ ㊣
-| |

㊣ ㊣
∑ … . [提示：第 i列

乘
1

1

ia -
- 加到第一列上， 2 3 1i n= +…，， ， ] 

习题 1.4 

1. 1 2 3 41 1 1 2x x x x= = = - =， ， ， . 

2.当 0 2 3λ = ，， 时， 0=D ，这时齐次线性方程组有非零解；当 0 2 3λ ≠ ，， ， 0≠D ，这

时方程组只有零解.  

3 . 1 1
( )

4
x a b c d= = - + + + ，

D

D
2 1

( )
4

y a b c d= = - + + ，
D

D
3 1

( )
4

z a b c d= = + - + ，
D

D

4 1
( )

4
t a b c d= = + + -

D

D
. 

第一章自测题 

一、单项选择题 

1.B；2.B；3.A；4.A；5.A；6.D；7.C；8.B；9.A；10.D. 

二、判断题 

1.×；2.√；3.×；4.√. 
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三、解答题 

1.（1） 6t = ；（2） 8t = ；（3）
1

( 1)( 2)
2

t n n= - - . 

2.（1）1；（2） 3 3 3 3x y z xyz+ + - ；（3）0；（4） 3( 3)[( 3) 4( 3)]a a a- - - - . 

3.证：

ax by ay bz az bx

ay bz az bx ax by

az bx ax by ay bz

+ + +
+ + +
+ + +

ax ay bz az bx by ay bz az bx

ay az bx ax by bz az bx ax by

az ax by ay bz bx ax by ay bz

+ + + +
= + + + + +

+ + + +
 

x ay bz az x ay bz bx y ay bz az y ay bz bx

a y az bx ax a y az bx by b z az bx ax b z az bx by

z ax by ay z ax by bz x ax by ay x ax by bz

+ + + +
= + + + + + + +

+ + + +
 

2 2 2 20 0

x ay z x bz z y ay x y bz x

a y az x a y bx x b z az y b z bx y

z ax y z by y x ax z x by z

= + + + + +  

3 3 3 30 0 0 0 ( ) .

x y z y z x x y z

a y z x b z x y a b y z x

z x y x y z z x y

= + + + + + = +  

4.（1） 1[ ( 1) ]( )nx n a x a -- - - ；（2） 2n na a -- . 

5.将 ( )F x 按第一列展开，可知 ( )F x 的各项中 x的最高次幂是 1nx - ，且其系数是 1n - 阶范

德蒙行列式

1 2 3 1
2 2 2 2
1 2 3 1

2 2 2 2
1 2 3 1

1 1 1 1

n

n

n n n n
n

a a a a

a a a a

a a a a

-

-

- - - -
-

…
…
…

… … … … …
…

，由于 1 2 1na a a -…， ， ， 是互不相同的数，这个行列式不

等于零，所以 ( )F x 是 1n - 次多项式. 当 x分别取 1 2 1na a a -…， ， ， 时，F(x)=0，因此 1 2 1na a a -…， ， ，

是 ( ) 0F x = 的根，而 ( ) 0F x = 是 1n - 次方程，最多有 1n - 个根. 所以， 1 2 1na a a -…， ， ， 是方程

( ) 0F x = 的全部根.  

6.解：因为 

5 6 0 0 0

1 5 6 0 0

665 ( 0)0 1 5 6 0

0 0 1 5 6

0 0 0 1 5

= = ≠D ， 1

1 6 0 0 0

2 5 6 0 0

6652 1 5 6 0

2 0 1 5 6

4 0 0 1 5

-
= = -
-
-

D ， 

2

5 1 0 0 0

1 2 6 0 0

6650 2 5 6 0

0 2 1 5 6

0 4 0 1 5

-
= =

-
-

D ，  3

5 6 1 0 0

1 5 2 0 0

6650 1 2 6 0

0 0 2 5 6

0 0 4 1 5

-
= = -

-
-

D ， 
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4

5 6 0 1 0

1 5 6 2 0

6650 1 5 2 0

0 0 1 2 6

0 0 0 4 5

-
= =

-
-

D ，  5

5 6 0 0 1

1 5 6 0 2

6650 1 5 6 2

0 0 1 5 2

0 0 0 1 4

-
= = -

-
-

D . 

所以 1 2 3 4 51 1 1 1 1x x x x x= - = = - = = -， ， ， ， . 

7.证：因为行列式的某行元素与另一行对应元素的代数余子式乘积之和为零，在 4D 中，

第二行元素与第四行对应元素的代数余子式乘积之和等于零，即 41 42 43 44 0A A A A+ + + = . 

8.解：∵
3 2

1 1 1 1
1

1 1 1 1 ( 1) ( 1)
1 1

1 2 1 0 0

λ λ
λ

μ μ μ μ λ
μ μ

+= = = - = - -D  

∴当 0μ = 或 1λ = 时， 0=D . 这时方程组有非零解.  

第二章  矩 阵 

习题 2.1 

1.

11 12 1

22 20

0 0

n

n

mn

a a a

a a

a

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
㊣ 」

…
…

… … … …
…

. 

2.

9 7 4

7 6 3

4 3 2

- -「 ㊣
| |-| |
| |-㊣ 」

. 

3.

1 1 1

2 2 2

n n n

y x

y x

y x

λ
λ

λ

=㊣
| =|
㊣
|
| =㊣

…
. 

4.

1 11 1

2 21 2

1m m m

y a x

y a x

y a x

=㊣
| =|
㊣
|
| =㊣

…
. 

习题 2.2 

1.
T

2 13 22 0 5 8

3 2 2 17 20 0 5 6

4 29 2 2 9 0

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- = - - = -| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

，AB A A B . 

2.（1）

35

6

49

「 ㊣
| |
| |
| |㊣ 」

；（2）10；（3）

2 4

1 2

3 6

-「 ㊣
| |-| |
| |-㊣ 」

；（4）
1

0 1

n「 ㊣
| |
㊣ 」

. 
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3.（1）
3 4 1 2

4 6 3 8

「 ㊣ 「 ㊣
= = ∴ ≠| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

， ，AB BA AB BA . 

（2）
2 2 28 14 10 16

( ) 2
14 29 15 27

「 ㊣ 「 ㊣
+ = + + =| | | |

㊣ 」 ㊣ 」
， ，A B A AB B 2 2 2( ) 2∴ + ≠ + +A B A AB B . 

（3）
2 20 6 2 8

( )( )
0 9 1 7

「 ㊣ 「 ㊣
+ - = - =| | | |

㊣ 」 ㊣ 」
， ，A B A B A B 2 2( )( )∴ + - ≠ -A B A B A B .  

4.（1）如
20 1 0 0

0
0 0 0 0

「 ㊣ 「 ㊣
= = =| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

，A A  但 0≠A . 

（2）如
21 0 1 0

1 0 1 0

「 ㊣ 「 ㊣
= = =| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

，A A A，但 0≠A ， ≠A E .  

（3）
1 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 0

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
= = =| | | | | |
㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ， ，A X Y  则
1 0

0 0

「 ㊣
= =| |
㊣ 」

AX AY ，且 ≠A 0，但 ≠X Y . 

5.

1 1

2 2

n n

a b

a b

a b

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
AB . 

6.

2

2 2

2

2 1

0 2

0 0

λ λ
λ λ

λ

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A ；

3 2

3 3 2

3

3 3

0 3

0 0

λ λ λ
λ λ

λ

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A ；由归纳法知， 

1 2

1

( 1)

2

0

0 0

k k k

k k k

k

k k
k

k

λ λ λ

λ λ

λ

- -

-

-「 ㊣
| |
| |
| |= | |
| |
| |
| |㊣ 」

A . 

7.证：用归纳法证明.  

（1） 1n = 时，
cos sin cos sin

sin cos sin cos

θ θ θ θ
θ θ θ θ
- -「 ㊣ 「 ㊣

=| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

，命题成立.  

（2）设 1n k= - 时，命题成立，即 
1

cos sin cos( 1) sin( 1)

sin cos sin( 1) cos( 1)

k
k k

k k

θ θ θ θ
θ θ θ θ

-- - - -「 ㊣ 「 ㊣
=| | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

 

（3）证明当 n k= 时，命题成立.  

cos sin cos( 1) sin( 1) cos sin

sin cos sin( 1) cos( 1) sin cos

k
k k

k k

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ
- - - - -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣

= =| | | | | |- -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」
 

 
cos cos( 1) sin sin( 1) cos sin( 1) sin cos( 1)

cos sin( 1) sin cos( 1) cos cos( 1) sin sin( 1)

k k k k

k k k k

θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ

- - - - - - -「 ㊣
| |- + - - - -㊣ 」

 

=
cos sin

sin cos

k k

k k

θ θ
θ θ
-「 ㊣

| |
㊣ 」

，所以命题成立.  
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8.证：∵ T =A A，又
T T T T T T T T T T( ) (( ) ) ( ) ( )= = = =B AB B A B B B A B A B B AB  

∴ TB AB为对称矩阵.  

9.设与矩阵
1 1

0 1

「 ㊣
= | |
㊣ 」

A 可交换的矩阵为矩阵 B，即
1 1 1 1

0 1 0 1

「 ㊣ 「 ㊣
=| | | |

㊣ 」 ㊣ 」
B B ，则 B为二行二列

的矩阵. 可设
11 12

21 22

b b

b b

「 ㊣
= | |
㊣ 」

B ，因此，所得矩阵
11 12

220 0

b b a b

b a

「 ㊣ 「 ㊣
= =| | | |

㊣ 」㊣ 」
B ，其中：a=b11，b=b12，

（a，b为任意常数）. 

10 . 证 ：（ 1 ） ∵ T T T T T( ) ( )+ = + = +A A A A A A ， ∴ T+A A 为 对 称 矩 阵 . 又
T T T T T T( ) ( ) ( )- = - = - = - -A A A A A A A A ，∴ T-A A 为反对称矩阵.  

（2）设 A为任意的 n阶矩阵，则 T T1 1
( ) ( )

2 2
= + + -A A A A A . 证毕.  

11.

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

n s

n s
m n n s

m m mn n n ns

a a a b b b

a a a b b b

a a a b b b

× ×

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |= =
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

… …
… …

… … … … … … … …
… …

，A B , 

1 1 1

2 2 2
1 1 1m n s

m n s

z y x

z y x

z y x

× × ×

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |
| | | | | |= = =
| | | | | |
| | | | | |
㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

︙ ︙ ︙
， ，Z Y X . 

已给线性变换的矩阵表示如下： 1 1 1 1m m n n n n s s× × × × × ×= =，Z A Y Y B X ，则 1 1( )m m n n s s× × × ×= =Z A B X  

1( )m n n s s× × ×A B X ，不妨假设， ( )m s m n n s ij m sc× × × ×= =C A B 其中
1

( 1 2 1
n

ij ik kj
k

c a b i m j
=

= = =∑ …，， ， ， ，  

2 )s…， ， ，由上所述，所求线性变换的矩阵形式为 1 1m m s s× × ×=Z C X . 

习题 2.3 

1.（1）

1 2 0 2 4

0 1 1 1 1

0 0 0 1 4

0 0 0 0 0

- -「 ㊣
| |-| |
| |
| |
㊣ 」

；（2）

1 2 2 4

0 1 3 1

0 0 15 9

-「 ㊣
| |-| |
| |㊣ 」

. 

2.（1）

1 1 0 2 3

0 0 1 2 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

- -「 ㊣
| |-| |
| |
| |
㊣ 」

；（2）

1 0 3 2

0 1 2 3 2 3

0 0 0 0

「 ㊣
| |-| |
| |㊣ 」

. 

习题 2.4 

1.（1）
5 2

2 1

-「 ㊣
| |-㊣ 」

；（2）
cos sin

sin cos

θ θ
θ θ

「 ㊣
| |-㊣ 」

；（3）
1

2 1 0

13 1
3

2 2

16 7 1

-

「 ㊣-| |
| |
| |= - -| |
| |
| |- -
| |㊣ 」

A ； 
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（4）
1 *

1 2

1
| | 0.na a a- = = ≠…，A A A

A| |
 

1

1
2

1

1

1

n

a

a

a

-

「 ㊣
| |
| |
| |
| |= | |
| |
| |
| |
| |㊣ 」

㊣
A . 

2.（1）
1 1

1 4 3 1 2 0

1 2 0 1 1 1

- -
「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
= | | | | | |- - -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

X

1 2 1
1 10

3 13 3 2
1

1 1 0 1 1 0
1 4

6 6 2

「 ㊣ 「 ㊣- 「 ㊣| | | |「 ㊣ | |= =| | | || | | |- -| | ㊣ 」 | | ㊣ 」| | | |㊣ 」㊣ 」

； 

（2）

1

1

2 2 3 4 2 3

( 2 ) 1 1 0 1 1 0

1 2 1 1 2 3

-

-

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= - = -| | | |
| | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

X A E A

1 4 3 4 2 3 3 8 6

1 5 3 1 1 0 2 9 6

1 6 4 1 2 3 2 12 9

- - - -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= - - = - -| | | | | |
| | | | | |- - -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

. 

3.（1）

1

2

3

5

0

3

x

x

x

=㊣
| =㊣
| =㊣

. 

（2）∵
1 1

2 2

3 3

1 2 1

2 2 1

1 1 1

y x

y x

y x

「 ㊣ 「 ㊣「 ㊣
| | | || |=| | | || |
| | | || |㊣ 」㊣ 」 ㊣ 」

 

∴

1

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 2 1 1 1 0

2 2 1 1 0 1

1 1 1 0 1 2

x y y

x y y

x y y

- -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | || | | |= = -| | | | | || | | |
| | | | | || | | |-㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

，则其逆变换为

1 1 2

2 1 3

3 2 32 .

x y y

x y y

x y y

= - +㊣
| = -㊣
| = - +㊣

，

，  

4.证：∵ 2 2 0- - =A A E ，即 ( ) 2- =A A E E .  

∴
1

( )
2
「 ㊣- =| |㊣ 」

A A E E，则 1 1
( )

2
- = -A A E . 

又 2 2= +A A E ，则
1 2 2 2 1( ) ( )- - -= =A A A ，即 A2

可逆，所以 A+2E 可逆，且
2

1 21 1 1
( 2 ) ( ) ( 2 ) ( 2 2 )

2 4 4
- 「 ㊣+ = - = - + = + - +| |㊣ 」

A E A E A A E A E A E
1

(3 )
4
= -E A . 

5.∵ 1 1 2( )( )- - =P AP P AP Λ ，即 1 2 2- =P A P Λ  

又  ∵ 1 2 1 3( )( )- - =P A P P AP Λ ，即 1 3 3- =P A P Λ  

由此可知， 1 11 11- =P A P Λ ，则 11 11 1-=A P PΛ  

而        
11 11

11

11

1 0 ( 1) 0

0 2 0 2

- 「 ㊣-「 ㊣
= = | || |
㊣ 」 ㊣ 」

Λ ， 

又        

1

1

1 4
1 4 3 3
0 1 1 1

3 3

-

-

「 ㊣-| |- -「 ㊣
= = | || |

| |㊣ 」 - -| |㊣ 」

P . 
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∴     11
11

1 4
1 4 1 0 3 3
1 1 0 2 1 1

3 3

「 ㊣-| |- - -「 ㊣ 「 ㊣
= | || | | |

| |㊣ 」 ㊣ 」 - -| |㊣ 」

A  

          
11

11

1 4
2731 27321 4 2 3 3

1 1 683 6841 2
3 3

「 ㊣-| |「 ㊣- × 「 ㊣
= =| || | | |- -- | | ㊣ 」㊣ 」 - -| |㊣ 」

 

6.证： 

（1）由条件|A|=0，可知 A=0或 0≠A .  

（i）若 A=0，显然 A*=0，则 *| |A =0.  

（ii）若 0≠A ，假设 *| | 0≠A ，则 * 1( )-A 存在.  

∵ * | | 0= =AA A E ，即 * 0=AA ， 

∴ * * 1( ) 0- = =AA A AE ，则 0=A ，矛盾.  

（2）∵ * | |=AA A E∴ *| | || | | | |n= =AA A E A ，即 *| || | | |n=A A A . 

（i）若 | | 0≠A ，则 * 1| | | |n-=A A . 

（ii）当 | | 0=A 时，由（1）可知 *| | 0=A ，显然此时有 * 1| | | |n-=A A . 

综上所述知， 1| | | |n-=*A A . 

7.证： * 1| | | |n-=A A ，当 A可逆时， *| | 0≠A ，所以 *| | 0≠A ，故 *A 可逆，即
* 1( )-A 存在.  

又
* * 1

| |
| |

㊣ ㊣
= =| |

㊣ ㊣
，A A A E A A E

A
，∴

* 1 1
( )

| |
- =A A

A
. 

又
1 1 * 1 1 1 *

1

1
( )( ) | | , ( ) ( )

| |
- - - - -

-

㊣ ㊣
= =| |

㊣ ㊣
A A A E A A E

A
 

∴
1 1 1 *

1

1
( ) ( )

| |
- - -

-= =A A A
A

，则
1 * 1 1

( ) | |
| |

- -= =A A A A
A

，则 * 1 1 *( ) ( )- -=A A . 

习题 2.5 

1.（1）
2 1

3 1

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 4 5 0 4 1 1

1 10 1 1 0 8 2 2

r r
r r
-
-

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= - ———→ -| | | |
| | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

A 3 22

1 2 3 4

0 4 1 1

0 0 0 0

r r+

「 ㊣
| |———→ -| |
| |㊣ 」

， ( ) 2R =A . 

（2） 3 22 1

1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0

1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0

0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 2 0 0

0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1

r rr r --

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |- -| | | | | |
| | | | | |= ———→ ———→
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

A  

4 3
5 4

1

2

1 0 1 0 0 1 0 1 0 0

0 1 1 0 0 0 1 1 0 0

0 0 2 0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0 1

r r r r- -

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- -| | | |
| | | |———→ ———→
| | | |
| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

， ( ) 5R =A . 
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2.证：必要性：若 A～B，即 B为 A经有限次初等变换后得到的矩阵，而矩阵经初等变

换后其秩不变，因此， ( ) ( )R R=A B . 

充分性：若 ( ) ( )R R=A B ，不妨设 ( ) ( )R R r= =A B ， min{ }r m n，≤ . 则 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r r n r r r n r

m r r m r n r m r r m r n r

× - × -

- × - × - - × - × -

「 ㊣ 「 ㊣
= =| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

，
E 0 E 0

A I B I
0 0 0 0

～ ～  

我们知初等变换是可逆的，所以 A～B.  

第二章自测题 

一、单项选择题 

1.B；2.D；3.A；4.B；5.B；6.C；7.C；8.C；9.A；10.C；11.D；12.A；

13.B；14.C；15.C；16.A 

二、解答题 

1.解：两个线性变换的矩阵形式如下 

1 1

2 2

3 3

2 1 0

2 3 2

4 1 5

x y

x y

x y

「 ㊣ 「 ㊣「 ㊣
| | | || |= -| | | || |
| | | || |㊣ 」㊣ 」 ㊣ 」

；

1 1

2 2

3 3

3 1 0

2 0 1 .

0 1 3

y z

y z

y z

-「 ㊣ 「 ㊣「 ㊣
| | | || |=| | | || |
| | | || |-㊣ 」㊣ 」 ㊣ 」

 

1 1 1

2 2 2

33 3

2 1 0 3 1 0 4 2 1

2 3 2 2 0 1 12 4 9

4 1 5 0 1 3 10 1 16

x z z

x z z

zx z

- -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | || | | | | |= - = -| | | | | || | | | | |
| | | | | || | | | | |- - -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」 ㊣ 」

 

所求线性变换为

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

4 2

12 4 9

10 16 .

x z z z

x z z z

x z z z

= - + +㊣
| = - +㊣
| = - - +㊣

，

，  

2.（1）解： 

3

3 24 1

2

1 1 2 2 1 1 1 2 2 1

0 2 1 5 1 0 2 1 5 1

0 2 1 5 1 0 0 0 0 0

0 0 2 2 2 0 0 2 2 2

r r
r rr r

-
+-

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- -| | | |———→ ———→
| | | |- - -
| | | |

- - - -㊣ 」 ㊣ 」

A ，故 ( ) 3R =A . 

（2）解：设

1 1 1 3 2

0 2 2 1 0

1 1 0 2 1

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= =| | | |
| | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

，A B ，则 1-=X A B . 

1 1 1 3 2

[ ] 0 2 2 1 0

1 1 0 2 1

-「 ㊣
| |= | |
| |- -㊣ 」

A B

3 2

2
1

2

1 1 1 3 2

1
0 1 1 0

2

0 2 1 5 1

r r

r

-

「 ㊣-| |
| |
| |———→| |
| |
| |- - -
| |㊣ 」
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3 22

1 4
1 0 01 1 1 3 2

6 3
1 11 1

0 1 1 0 0 1 0
2 6 3

4 1
0 0 3 4 1 0 0 1

3 3

r r+

「 ㊣「 ㊣ -- | || |
| || |
| || |———→ ——→| || |
| || |
| || |- - - -
| || |㊣ 」 ㊣ 」

， 

所以，

1 4

6 3
11 1

6 3
4 1

3 3

「 ㊣-| |
| |
| |= | |
| |
| |- -
| |㊣ 」

X .  

（3）解：

2 1

3 1

1 3 4 1

3
2

1 7 17 3 1 7 17 3

4 10 1 0 4 7 10 17 1 3

3 1 1 4 1 20 50 5

2 2 4 3 0 12 30 3

r r
r r

r r r r

λ
λ λ λ λ

-
-

↔ -

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- - -| | | |———→ ———→
| | | |- - -
| | | |

- - -㊣ 」 ㊣ 」

A  

3 2
3 2

4 2

4 3 2

1

5
1 7

3 4

1 7 17 3
1 7 17 3

0 4 10 1
0 4 10 1

5
0 4 7 10 17 1 3 0 0 0.5

4
0 4 10 1

0 0 0 0

r rr r
r r

r r r

λ λ λ λ λ

-- ↔ -

- +

「 ㊣「 ㊣ | || | | || |————→ ———→| || |- - - -| || | | |㊣ 」 | |㊣ 」

.  

当 0λ = 时矩阵的秩最小， ( ) 2R =A . 

3.解：设
0

0

「 ㊣
= | |
㊣ 」

B
A

C
，其中

1

2

1

0

( )
0n

n

a

a
a

a -

「 ㊣
| |
| |= =
| |
| |
㊣ 」

㊣
，C B ， 

则
1

1

1

0

0

-
-

-

「 ㊣
= | |
㊣ 」

C
A

B
，又

1
1

1
1 1 1 2

1
1

0
( )

0n

n

a

a
a

a

-

-
- - -

-
-

「 ㊣
| |
| |= =
| |
| |
| |㊣ 」

㊣
，C B .  

∴

1

1
11

1 1
21

1
1

0 0 0

0 0 0
0

0 0 0
0

0 0 0

n

n

a

a

a

a

-

-
-

- -
-

-
-

「 ㊣
| |
| |「 ㊣ | |= =| | | |㊣ 」
| |
| |㊣ 」

…
…
…

… … … … …
…

C
A

B
. 

4.证：∵ 1- =C AC B，∴ 2 1 1 1 2( )( )- - -= =B C AC C AC C A C， 3 1 2 1 1 3( )( )- - -= =B C A C C AC C A C . 

由归纳法易知， 1 m m- =C A C B  ( m为正整数). 

5.证：∵ 2 2 4 0- - =A A E ，∴ ( )( 3 )+ - =A E A E E ，故 A+E可逆，且 1( ) 3-+ = -A E A E . 
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6.解： 

（1）

1 1 1 1 2 1

2 2 1 2 2 2T
1 2

1 2

( )

n

n
n

n n n n n

a a b a b a b

a a b a b a b
b b b

a a b a b a b

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |= =
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

…
…

…
︙ … … … …

…

， ， ，A B . 

（2）

1 1 1 1 1 1

1 2 2T 0 0 0
～

0 0 0n n n

a a a a a a

a a a

a a a

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |

㊣ 」㊣ 」

… …
… …

… … … … … … … …
… …

A B ～ ， T( ) 1R =A B . 

第三章  线性方程组 

习题 3.1 

1.（1）对其增广矩阵施行初等行变换 

2 1

3 1

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1

( ) 1 2 1 1 1 0 0 0 2 2

1 2 1 1 5 0 0 0 0 4

r r
r r
-
-

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= = - - - ———→ - -| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

～A A B .  

因 ( ) 2 ( ) 3 ( ) ( )R R R R= = ≠～ ～， ，A A A A ，所以方程组无解.  

（2）对其增广矩阵施行初等行变换 

3 2

2 1

2 1 3 3 2 1 3 3

3 1 5 0 1 2 8 3
( )

4 1 1 3 1 2 6 3

1 3 13 6 1 3 13 6

r r
r r
-
-

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- - -| | | |= = ———→
| | | |- -
| | | |

- - - -㊣ 」 ㊣ 」

～A A B  

3 1 2 1

3 14 2 2

1 2 6 3 1 2 6 3

1 2 8 3 0 4 14 6

2 1 3 3 0 3 9 3

0 1 5 3 0 1 5 3

r r r r
r rr r

↔ -
--

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- - - -| | | |———→ ———→
| | | |- - -
| | | |

- - - -㊣ 」 ㊣ 」

 

3
4 2

3 2 3 2

1

3
4

1 2 6 3 1 2 6 3

0 1 3 1 0 1 3 1

0 4 14 6 0 0 2 2

0 1 5 3 0 0 2 2

r r r
r r r r

× -
↔ -

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- - - -| | | |———→ ———→
| | | |- - - -
| | | |

- - - -㊣ 」 ㊣ 」

 

3

4 3

1

3
2

1 2 6 3

0 1 3 1

0 0 1 1

0 0 0 0

r

r r

×

+

-「 ㊣
| |- -| |———→
| |
| |
㊣ 」

， ( ) ( ) 3R R= =～A A . 

故方程组有解，且得同解方程组 

1 2 3

2 3

3

2 6 3

3 1

1

x x x

x x

x

- + =㊣
| - = -㊣
| =㊣

，于是得方程组的解为

1

2

3

1

2

1

x

x

x

=㊣
| =㊣
| =㊣

. 

2.（1）无解；（2）无解；（3）有无穷多个解.  
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习题 3.2 

1. 16 12 7， ，（ ）. 

2. 1 2 3 4，，，（ ）. 

3.（1） 1 2 310 13 9= - + +β α α α ；（2） 1 2 3 42 5= - + +β ε ε ε ε . 

4.证： 

设 1 1 2 2 0m mk k k+ + + =…β β β ， 

即

1 11 2 21 1

1 1 2 2

1 1, 1 2 2, 1 , 1

1 1 2 2

0

0

0

0

m m

r r m mr

r r m m r

n n m mn

k a k a k a

k a k a k a

k a k a k a

k a k a k a

+ + +

+ + + =㊣
|
|
| + + + =|
㊣ + + + =|
|
|

+ + + =|㊣

…
…

…
…

…
…

 （*） 

由方程组（*）的前 r个方程可知 1 1 2 2 0m mk k k+ + + =…α α α ，因此， 1 m…， ，α α 线性无关. 又

1 2 0mk k k= = = =… ，从而向量组 1 m…， ，β β 线性无关.  

5.证： ∵ 1 2 3 4- + - = 0β β β β ，∴ 1 2 3 4， ， ，β β β β 线性相关.  

6.证： 

（1）设 1 1 3 2 2 1 3 2 3( ) ( ) ( ) 0k k k+ + - + + =α α α α α α ，即 1 2 1 2 3 2 1 3 3( ) ( ) ( ) 0k k k k k k- + + + + =α α α . 

∵ 1 2 3， ，α α α 线性无关，∴
1 2

2 3

1 3

0

0

0

k k

k k

k k

- =㊣
| + =㊣
| + =㊣

 （*） 

因为方程组（*）的系数行列式等于零，故方程组（*）有非零解. 从而 1 3 2 1+ -， ，α α α α  

2 3+α α 线性相关.  

（2）设 1 1 2 1 2 3 1 2 3( ) ( ) 0k k k+ + + + + =α α α α α α ，即 1 2 3 1 2 3 2 3 3( ) ( ) 0k k k k k k+ + + + + =α α α . 

∵ 1 2 3， ，α α α 线性无关，∴
1 2 3

2 3

3

0

0

0

k k k

k k

k

+ + =㊣
| + =㊣
| =㊣

，可知 1 2 3 0k k k= = = ，于是 1 1 2+， ，α α α  

1 2 3+ +α α α 线性无关.  

7.当 1 2 3 1k k k ≠ - 时， 1 2 2 2 3 3 3 1 1k k k+ + +， ，α α α α α α 线性无关.  

8.（1）因 1 2

2 1
| ( ) | 7 0

3 2

-
= = ≠α α ，故 1 2，α α 线性无关.  

（2）因向量组 1 2 3， ，α α α 中含有零向量 1α ，故向量组 1 2 3， ，α α α 线性相关.  

（3）因向量组 1 2 3 4， ， ，α α α α 所含向量的个数 4大于维数 3，故向量组线性相关.  

（4）因为

1 2 2

1 3 1 5 0

1 2 3

= - ≠
-

，故 1 2 3， ，α α α 线性无关.  

（5）因为
2 1

3 1

1 2
2

2

3

1 2 1 1 1 2 1 1

2 3 4 5 0 1 2 3

2 5 0 1 0 1 2 3

r r
r r
-
-

- -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= = - ———→| | | | | |
| | | | | |- - - - -㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

A

α
α
α

3 2

1 2 1 1

0 1 2 3

0 0 0 0

r r-

-「 ㊣
| |———→| |
| |㊣ 」

，故
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( ) 2 3R = ＜A . 所以向量组 1 2 3， ，α α α 线性相关.  

9.证： 

必要性  设 1 1 2 2 m mk k k= + + +…β α α α ，且这种表示法唯一，假设 1 2 m…， ， ，α α α 线性相关，
则存在一组不全为零的数 1 2 mk k k′ ′ ′…， ， ， ，使得 1 1 2 2 m mk k k′ ′ ′+ + + =… 0α α α ，于是， 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( )m m m mk k k k k k′ ′ ′= + = + + + + + + +… …0β β α α α α α α  

  1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )m m mk k k k k k′ ′ ′= + + + + + +…α α α . 

因为 1 2 mk k k′ ′ ′…， ， ， 不全为零，故 1 1 2 2 m mk k k k k k′ ′ ′+ + +…， ， ， 与数组 1 2 mk k k…， ， ， 不同，于

是β 由向量组 1 2 m…， ， ，α α α 表示的表示式不唯一. 这说明 1 2 m…， ， ，α α α 线性无关.  

充分性  类似于定理 2的证明.  

10.证： 

因为 1 2 3 4， ， ，α α α α 线性相关，所以存在一组不全为零的数 1 2 3 4k k k k， ， ， ，使得

1 1 2 2 3 3 4 4k k k k+ + + = 0α α α α . 假 设 1 2 3 4k k k k， ， ， 中 有 一 个 为 零 ， 比 如 1 0k = ， 则

2 2 3 3 4 4k k k+ + = 0α α α . 因为 2 3 4， ，α α α 线性无关，所以 2 3 4 0k k k= = = . 此与 1 2 3 4k k k k， ， ， 不全

为零矛盾！故 1 0k ≠ . 类似可得 2 3 40 0 0k k k≠ ≠ ≠， ， .  

习题 3.3 

1.
1 1 2 3

2 2 3

4 4 17

23 7

γ γ γ
γ γ

= + -㊣
㊣ = -㊣

α
α

. 

2.不一定，例如向量组 1 2 3 4(1 0 0 0) (0 1 0 0) (1 1 0 0)= = = =，，， ， ，，， ， ，，， ，α α α α  

(0 0 1 0)，，， ，其中 1 2，α α 线性无关，且 1 2 3， ，α α α 线性相关，但 1 2，α α 不是向量组 1 2 3 4， ， ，α α α α

的最大无关组.  

3.（1）显然 1 2，α α 线性无关，且 1 2 3， ，α α α 线性相关，故 1 2，α α 是向量组 1 2 3， ，α α α 的一
个最大无关组，向量组的秩为 2.  

（2）可以看出 1 2 3， ，α α α 线性无关，而 1 2 3 4， ， ，α α α α 线性相关 . 1 2 3， ，α α α 为向量组

1 2 3 4， ， ，α α α α 的一个最大无关组. 向量组的秩为 3.  

（3）

2 1

3 1

4 1

2
4T T T T

1 2 3 4

1 0 2 1 1 0 2 1

1 3 1 1 0 3 3 0
( )

2 1 5 2 0 1 1 0

4 2 6 0 0 2 2 4

r r
r r
r r

+
-
-

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- -| | | |= = ———→
| | | |
| | | |

- -㊣ 」 ㊣ 」

， ， ，A α α α α  

2

3 2
4

3 44 2

1

3
1

2

1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1

0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 2 2

0 1 1 2 0 0 2 2 0 0 0 0

r

r rr r rr r

×

-× ↔-

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |
| | | | | |———→ ———→ ———→
| | | | | |- -
| | | | | |

- - - -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

 

故 1 2 3 4{ } 3R =， ， ，α α α α ， 1 2 3， ，α α α 为其最大无关组.  

4.证： 

由 已 知 ， 1 2 s…， ， ，β β β 可 由 向 量 组 1 2 s…， ， ，α α α 线 性 表 示 ， 又 因 为

1 1 2 2 1 3 3 2 1s s s-= = - = - = -…， ， ， ，α β α β β α β β α β β ，故 1 2 s…， ， ，α α α 可由向量组 1 2， ，β β  

s…，β 线性表示. 所以向量组 1 2 s…， ， ，α α α 与向量组 1 2 s…， ， ，β β β 有相同的秩.  

5.证： 

因为向量组 T： 1 2 n…， ， ，α α α 的秩为 r，故 T的任意 1r + 个向量均线性相关，所以 T中
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任意 r个线性无关的向量一定是 T的一个最大无关组.  

6.证： 

已证： ( ) ( )R RAB B≤ .设C=AB，因A可逆，故 1- =A C B .于是， 1( ) ( ) ( ) ( )R R R R-= =B A C C AB≤ . 

从而 ( ) ( )R R=AB B . 类似可证 ( ) ( )R R=BA B . 

习题 3.4 

1.（1） ( ) 2R =A ， ( ) 3R =～A ，无解； 

（2） ( ) 2R =A ， ( ) 4R =～A ，无解； 

（3）通解 1 1 2 2 0 1 2( )k k k k R= + + ∈，X ηξ ξ ， 

1 2 0

1 1 1

2 2 2

1 0 0

0 1 0

0 0 0

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣-| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
= = =| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

ξ ξ η  

（4）通解 1 1 2 2 0 1 2( )k k k k R= + + ∈，X ηξ ξ ， 

1 2 0

1 1 6

7 7 7
5 9 5

7 7 7
1 1 0

0 0 0

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |- -= = =| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

ξ ξ η  

2.对方程组的增广矩阵施行初等行变换， 

2 4 5 1
2 2 2 1

2 5 4 2 0 1 1 1

2 4 5 1 ( 1)( 10) ( 1)( 4)
0 0

2 2

λ λ
λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

「 ㊣- +| |
- -「 ㊣ | |

| | | |= - - ——→ - - -| | | |
| |- - - - - | |㊣ 」 - - - -| |

| |㊣ 」

～A  

（1）当 0 10λ λ≠ ≠， 时， ( ) ( ) 3R R= =～A A ，方程组有唯一解；  

（2）当 10λ = 时， ( ) 2 ( ) 3R R= =～，A A ，方程组无解；  

（3）当 1λ = 时， ( ) ( ) 1R R= =～A A ，方程组有无穷多解.  

此时通解为 *
1 1 2 2 1 2( )k k k k R= + + ∈，X ηξ ξ ， 

*
1 2

2 2 1

1 0 0

0 1 0

-「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= = =| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ， ηξ ξ  
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3.基础解系为 1 2

1 0

2 4

1 0

0 5

0 1

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |-| | | |
| | | |= =
| | | |
| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

，ξξ ，故原方程组通解为 *
1 1 2 2 1 2( )k k k k R= + + ∈，X ηξ ξ . 

4.对系数矩阵施行初等行变换， 

1 2 1 1 1 2 1 1
( ) 2

1 2 3 2 0 4 4 3
R——→

- -「 ㊣ 「 ㊣
= =| | | |- - - -㊣ 」 ㊣ 」

，A A ，故方程组的基础解系中含有两个向

量. 已知η 是其一个解，故只要找到另一与η 线性无关的解即可.  

显然，

1

1

1

0

-「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

ξ 即为所求. 从而包含η 的基础解系为 η，ξ .  

5.证： 

由性质 1 可知 1 2 2 3 1 3+ + +， ，α α α α α α 均为它的解，只须说明它们线性无关即可. 设

1 1 2 2 2 3 3 1 3( ) ( ) ( )k k k+ + + + + = 0α α α α α α ，即 1 3 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ) ( )k k k k k k+ + + + + = 0α α α . 

∵ 1 2 3， ，α α α 线性无关，∴
1 3

1 2

2 3

0

0

0

k k

k k

k k

+ =㊣
| + =㊣
| + =㊣

 故 1 2 3 0k k k= = = . 

从而 1 2 2 3 1 3+ + +， ，α α α α α α 线性无关，于是 1 2 2 3 1 3+ + +， ，α α α α α α 是方程组的基础解系.  

6.（1）通解为 2 1 1( ) ( )k k R= - + ∈X η η η  ； 

（2）通解为 2 3 1 1

3 2

4 3
( 2 ) ( )

5 4

6 5

k k k R

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |-| | | |= + - + = + ∈
| | | |-
| | | |
-㊣ 」 ㊣ 」

X η η η η . 

第三章自测题 

一、单项选择题 

1.B；2.C；3.D；4.C；5.C；6.C；7.D；8.C；9.D；10.D；11.A；12.A；

13.C；14.D；15.B；16.C；17.D；18.B；19.B；20.C 

二、解答题 

1.（1）α 1可由α 2，α 3线性表示. 

（2）α 4不能由α 1，α 2，α 3线性表示. 

2.证： 

假设 1 2 m…， ， ，α α α ， 1 2+β β 线性相关，因为 1 2 m…， ， ，α α α 线性无关.  

所以 1 2+β β 可由 1 2 m…， ， ，α α α 线性表示，即存在一组数 1 2 mk k k…， ， ， ，使得

1 2 1 1 2 2 m mk k k+ = + + +…β β α α α ，于是 2 1 1 2 2 1m mk k k= + + + -…β α α α β . 

又 因 为 1β 可 由 向 量 组 1 2 m…， ， ，α α α 线 性 表 示 ， 即 1 1 1 2 2 m ml l l= + + +…β α α α ，
从 而 2 1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )m m mk l k l k l= - + - + + -…β α α α ，即 2β 能由 1 2 m…， ， ，α α α 的线性表示，
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矛盾.  

3.证： 

（1）因 4α 能由 1 2 3， ，α α α 线性表示，故存在一组数 1 2 3k k k， ， ，使得 4 1 1 2 2 3 3k k k= + +α α α α . 

可以断定 3 0k ≠ ，因为若不然， 4α 能由 1 2，α α 线性表示，此与已知矛盾 . 这时

1 2
3 1 2 4

3 3 3

1k k

k k k

「 ㊣ 「 ㊣
= - + - +| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

α α α α ，所以 3α 可以由 1 2 4， ，α α α 线性表示.  

（2）假设 3α 能由 1 2，α α 线性表示，因 4α 能由 1 2 3， ，α α α 线性表示，故 4α 能由 1 2，α α 线性
表示，此与已知矛盾.  

4.证： 

因 0=AX 有非零解，故 ( ) 3R ＜A ，于是 A的列向量组的秩也小于 3，而向量组 B可由 A

的列向量组线性表示，故 ( ) ( ) 3R R ＜B A≤ ，所以向量组 B线性相关.  

5.解：做矩阵的初等变换 
1 1 0

1 3 1

5 3 t

「 ㊣
| |-| |
| |㊣ 」

→

1 1 0

0 2 1

0 2 t

「 ㊣
| |-| |
| |-㊣ 」

→

1 1 0

0 2 1

0 0 1t

「 ㊣
| |-| |
| |-㊣ 」

.  

当 1t = 时，矩阵的秩等于 2，此时向量组线性相关；当 1t ≠ 时，矩阵的秩等于 3，此时向

量组线性无关. 

6.解：做矩阵的初等变换 

1 3 2 5 4

1 4 1 3 5

1 4 2 4 3

2 7 3 6 13

-「 ㊣
| |
| |
| |
| |

-㊣ 」

→

1 3 2 5 4

0 1 3 2 1

0 1 4 1 1

0 1 1 4 5

-「 ㊣
| |-| |
| |-
| |

-㊣ 」

 

→

1 3 2 5 4

0 1 3 2 1

0 0 1 1 2

0 0 2 2 4

-「 ㊣
| |-| |
| |-
| |

- -㊣ 」

→

1 3 2 5 4

0 1 3 2 1

0 0 1 1 2

0 0 0 0 0

-「 ㊣
| |-| |
| |-
| |
㊣ 」

， 

所以 ( ) 3R =A . 

7.解：对方程组的增广矩阵进行初等行变换 

1

2

3

1 1 2

1 0 1

2 1 3

b

b

b

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

～A →

1

2 1

3 1

1 1 2

0 1 1

0 1 1 2

b

b b

b b

「 ㊣
| |- - -| |
| |- - -㊣ 」

→

1

2 1

3 2 1

1 1 2

0 1 1

0 0 0

b

b b

b b b

「 ㊣
| |- - -| |
| |- -㊣ 」

， 

因此，当 3 1 2b b b= + 时方程组有解. 

8.证： 

（1）当 ( )R n=A 时， | | 0≠A . 因为 * | |=AA A E，所以 * 1| | | | 0n-= ≠A A ，于是 ( )*R n=A . 

（2）当 ( ) 1R n= -A 时，| | 0=A ，所以 * 0=AA ，由第 10题结论 *( ) ( )R R n+A A ≤ ， ( ) 1*R A ≤ .

因为 ( ) 1R n= -A ，故 *A 中至少有一元素非零，所以 ( ) 1*R A ≥ ，于是 ( ) 1*R =A . 

（3）当 ( ) 1R n＜ -A 时，A中所有 1n - 阶子式均为零，故 * 0=A ，从而 ( ) 0*R =A . 
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9.证： 

（1）显然 T
11 12 13 14( )， ， ，A A A A 是非零向量，并且 1 11 2 12 3 13 4 14 ( 2 3 4)i i i ia a a a i+ + + = =0 ，，A A A A ，

所以 T
11 12 13 14( )， ， ，A A A A 是方程组的非零解.  

（2）记

11 12 13 141

21 22 23 242

31 32 33 343

41 42 43 444

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

「 ㊣「 ㊣
| || |
| || |= =
| || |
| || |

㊣ 」 ㊣ 」

A

α
α
α
α

，因为 | | 0= ≠A D ，所以 1 2 3 4， ， ，α α α α 线性无关，

从而 2 3 4， ，α α α 线性无关，于是线性方程组的基础解系中只含有一个向量 . 所以
T

11 12 13 14( )， ， ，A A A A 是方程组的基础解系. 

10.证： 

因 0 0( ) 0( 1 2 )i i i n rη η η η- = - = - = = -…，， ，A A A B B ，故 0 ( 1 2 )i i n rη η- = -…，， ， 是

0=AX 的非零解.  

又 ( )R r n= ＜A ，故 0=AX 的基础解系含有 n r- 个向量，只须证明 1 0 2 0- - …， ， ，η η η η  

0n r- -η η 线性无关.  

设 1 1 0 2 2 0 0( ) ( ) ( )n r n rk k k - -- + - + + - =… 0η η η η η η ，即 

1 1 2 2 1 0( )n r n r n rk k k k k- - -+ + + - + + = 0… …η η η η . 

因为 0 1 n r-…， ， ，η η η 线性无关. 所以 1 2 1 0n r n rk k k k k- -= = = = + + =… … . 

于是 1 0 2 0 0n r-- - -…， ， ，η η η η η η 线性无关，从而其为 =AX 0的一个基础解系.  

第四章  特征值 

习题 4.1 

1.（1）由特征方程
21 1

5 6 0
2 4

λ
λ λ

λ
- -

= - + =
-

，得特征值 1 22 3λ λ= =， . 

当 1 2λ = 时，解方程组
1

2

1 1 0

2 2 0

x

x

- - 「 ㊣ 「 ㊣
=| | | |
㊣ 」㊣ 」
，得 1 2x x= - ，相应的特征向量可取为

1 1 1 1

1
( 0)

1
k k k

「 ㊣
= ≠| |-㊣ 」

p  . 

当 2 3λ = 时，解方程组
1

2

2 1 0

2 1 0

x

x

- - 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
=| || | | |

㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」
，得 1 22x x= - ，相应的特征向量可取为

2 2 2 2

1
( 0)

2
k k k

「 ㊣
= ≠| |-㊣ 」

p . 

（2）由特征方程

1 2 3

2 1 3 ( 1) (9 ) 0

3 3 6

λ
λ λ λ λ

λ

-
- = + - =

-
，得特征值 1 2 30 1 9λ λ λ= = - =， ， . 

当 1 0λ = 时，解方程组
1

2

3

1 2 3 0

2 1 3 0

3 3 6 0

x

x

x

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |=| || | | |
| || | | |㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

，得 1 3 2 3x x x x= - = -， ，相应的特征向量可取
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为 1 1 1 1

1

1 ( 0)

1

k k k

-「 ㊣
| |= - ≠| |
| |㊣ 」

p ； 

当 2 1λ = - 时，解方程组
1

2

3

2 2 3 0

2 2 3 0

3 3 7 0

x

x

x

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |=| || | | |
| || | | |㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

，得 1 2 3 34 0x x x x= - - =， ，相应的特征向量

可取为 2 2 2 2

1

1 ( 0)

0

k k k

「 ㊣
| |= - ≠| |
| |㊣ 」

p ； 

当 3 9λ = 时，解方程组
1

2

3

8 2 3 0

2 8 3 0

3 3 3 0

x

x

x

- 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |- =| || | | |
| || | | |-㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

，得 1 2 0x x- = ， 1 2 3 0x x x+ - = ，相应的

特征向量可取为 3 3 3 3

1

1 ( 0)

2

k k k

「 ㊣
| |= ≠| |
| |㊣ 」

p . 

（3）由特征方程

3 1 0

4 1 0 (2 )( 1)( 1) 0

4 8 2

λ
λ λ λ λ

λ

-
- - - = - + - - =

- - -
，得特征值 

1 2 32 1λ λ λ= - = =， ，相应的特征向量为 1 1 1 1

0

0 ( 0)

1

k k k

「 ㊣
| |= ≠| |
| |㊣ 」

p 与 2 2 2 2

1

2 ( 0)

20

3

k k k

「 ㊣
| |
| |

= - ≠| |
| |
| |
㊣ 」

p . 

（4）由特征方程
2

1 1

1 1 (1 ) ( 2) 0

1 1

λ
λ λ λ

λ

-
- = - + - =

-
，得特征值 1 2 32 1λ λ λ= = = -， ，相应

的特征向量为 1 1 1 1

1

1 ( 0)

1

k k k

「 ㊣
| |= ≠| |
| |㊣ 」

p 与 2 2 3 3 2 3 2 3

1 1

1 0 ( 0 0)

0 1

k k k k k k

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |+ = - + ≠ ≠| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

，p p . 

2.证： 

（1）因为行列式与其转置行列式的值是相等的，所以 A 与 AT
的特征方程是相同的，即

T T| | | ( ) | | | 0λ λ λ- = - = - =A E A E A E ，故 A与其转置阵 AT
有相同的特征值. 

（2）设 A 的特征值为λ，相应的特征向量为α，则 λ=Aα α 又 2 =A A，所以 2 =A Aα α .

故有 2 2λ λ= = = =A A AA Aα α α α α ，从而 2λ λ=α α ，即 2( )λ λ- = 0α ，又 ≠ 0α ，所以
2 0λ λ- = ，即 0λ = 或 1λ = .  

（3）设 A的特征值为λ，相应的特征向量为α，则 λ=Aα α ， 2 2λ λ= = =A AA Aα α α α ，
又 2 =A E，所以 2λ= =Eα α α ，由此 2 0λ- =α α ，即 2(1 ) 0λ- =α ，而 ≠ 0α ，所以 21 0λ- = ，

即 1λ = - 或 1λ = .  
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3.证： 

（1）因为 λ 是矩阵 A 的特征值，X 是对应于 λ 的特征向量，所以 λ=AX X ，故

λ+ = +AX X X X ，即 ( ) ( 1)λ+ = +A E X X ，所以 1λ + 是矩阵 +A E的特征值，X是对应于 1λ +
的特征向量. 

（2）∵ λ=AX X，∴ 2 2( ) ( ) (A )λ λ λ= = = =A X A AX A X X X  

若 1 1k kλ- -=A X X，则 1 1 1 2k k k kλ λ λ- - -= = = =A X A AX A X A X X ， 

由归纳法知，对任意的 2k ≥ 总有 k k=A X Xλ ，故 kλ 是矩阵 kA 的特征值，X是对应于 kλ
的特征向量； 

（3）∵ =AX Xλ ，∴ ( ) ( ) ( ) ( )k k k k= = =A X AX X Xλ λ ，这表明 kλ是矩阵 kA的特征值，

X是对应于 kλ的特征向量.  

4.证： 

（1）设λ是矩阵 A的特征值，X是对应于λ 的非零特征向量，即 =AX Xλ . 如果 0=λ ，

则有 0=AX ，此方程组有非零解的充要条件是 | | 0=A ，这与题设矛盾，故λ 不为零.  

（2）∵ =AX Xλ ，且 A 可逆，∴ 1 1 1- - -= = =X A X A X A Xλ λ λ ，则有
1 1

λ
- =A X X ，这

表明
1

λ
是 1-A 的特征值.  

（3）因为
1 *1

| |
- =A A

A
，所以 * 1| | -=A A A ，得

* 1 | |
| |

λ
-= ==

A
A X A A X X ，这表明

| |

λ
A
是伴

随矩阵 *A 的特征值.  

5.∵ 1 2 3 1 2 32 ( 2) 1yλ λ λ λ λ λ+ + = + + - = = = -， ， 3y = - . 

又根据 1 2 3 | |λ λ λ = A ，因此
3

2 2

( 1) 5 3 3 7 6

1 0 2

x

x- = - = +
- -

， 1x = - . 

解方程组

1

2

3

2 1 2 0

( ) 5 2 3 0

1 0 1 0

x

x

x

λ
- 「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣

| || | | |- = - =| || | | |
| || | | |- -㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

A E X ，得
1 2

1 3

0

0

x x

x x

- =㊣
㊣ + =㊣

，所以特征向量为

1

1 ( 0)

1

k k k

「 ㊣
| |= ≠| |
| |-㊣ 」

p . 

习题 4.2 

1.由于 A与Λ相似，且Λ为对角矩阵，因而 A的特征值为 (5 4)y -，， .  

A的特征方程为 

2

1 2 4

2 2 (1 ) ( ) 32 16( ) 8(1 ) 0

4 2 1

x x x

λ
λ λ λ λ λ

λ

- - -
- - - = - - - - - - - =
- - -

. 

把特征值-4代入上述方程，可得 4x = . 
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又知

1 2 4

5 ( 4) 2 4 2 100

4 2 1

y

- -
× × - = - - = -

- -
，得 5y = . 

2.证：∵ | | 0≠A ，故 A 有逆矩阵 1-A ，∴ 1 1( ) ( )- -= =A AB A A A BA BA，由相似定义可知

AB与 BA相似.  

3.由 1- =P AP Λ ，其中 1 2 3

1 2 2

( ) 2 2 1

2 1 2

-「 ㊣
| |= = - -| |
| |㊣ 」

， ，P p p p ，而

1

0

1

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

Λ ，可得

1-=A P PΛ . 

由 P可求得 

1 *

3 6 6
1 1

6 6 3
| | 27

6 3 6

-

- - -「 ㊣
| |= = - - -| |
| |-㊣ 」

P P
P

. 

∴

1 2 2 1 3 6 6 1 0 2
1 1

2 2 1 0 6 6 3 0 1 2 .
27 3

2 1 2 1 6 3 6 2 2 0

- - - - -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
-| | | | | | | |= - - - - =| | | | | | | |

| | | | | | | |- - -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

A  

4.（1）

4 6 0

3 5 0 (1 )( 2)( 1)

3 6 1

λ
λ λ λ λ

λ

-
- - - = - + -
- - -

， 1 2 31 2λ λ λ= = = -， . 

当 1 2 1λ λ= = 时，解方程组
1

2

3

3 6 0 0

3 6 0 0

3 6 0 0

x

x

x

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |- - =| || | | |
| || | | |- -㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

，得 1 2

2 0

1 0

0 1

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= =| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

p p . 

当 3 2λ = - 时，解方程组
1

2

3

6 6 0 0

3 3 0 0

3 6 3 0

x

x

x

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |- - =| || | | |
| || | | |- -㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

，得 3

1

1

1

「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

p . 

∵ 1 2 3

2 0 1

| | 1 0 1 1 0

0 1 1

-
= - = - ≠

-
p p p ，故 1 2 3， ，p p p 线性无关，∴矩阵 A 可以对角化，

且
1

2 0 1 1 1 0

1 0 1 1 2 1

0 1 1 1 2 0

-

- - -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= - = - -| | | |
| | | |- - -㊣ 」 ㊣ 」

P P ，于是
1

1

1

2

-

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

P AP . 

（2）由
2

2 0 0

1 2 1 (2 ) (1 ) 0

1 0 1

λ
λ λ λ

λ

-
- - = - - =

-
，得 1 1λ = ， 2 3 2λ λ= = . 

由 ( ) 0( 1 2 3)i iλ- = = ，，A E X ，求出A的一个极大线性无关特征向量组 1 2

0 1

1 1

1 1

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= - =| | | |
| | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

， ，p p  



 

 

162

3

1

0

1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

p .因而矩阵可以对角化，且
1

0 1 1 1

1 1 0 2

1 1 1 2

-

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= - =| | | |
| | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

，P P AP . 

5.证： 

若两个 n阶方阵 A与 B等价，则它们有相同的秩. 如

2 0 0

1 2 1

1 0 1

「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

A ，由上例可知其特征

值为 1 2 31 2λ λ λ= = =， ，故 A为可逆矩阵， ( ) 3R =A . 

设

1 0 0

0 1 0

0 0 1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

B ，则 ( ) 3R =B ，知 A与 B等价，但 A与 B不相似.  

反之，若 A与 B相似，则存在可逆矩阵 P使得 1- =P AP B，而可逆矩阵 P与 1-P 均可化

为有限个初等阵的乘积，即 1 2 l= …P P P P ， 1
1 2 s

- = …P Q Q Q .因而，有 1 2 1 2s l =… …Q Q Q AP P P B，

故 A与 B等价.  

6.证： 

设

11

21 22

1 2

0

n n nn

a

a a

a a a

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

… … ㊣
…

A ，其中 ( 1 2 )ii jja a i j i j n≠ ≠ = …，， ，， ， ， 

则矩阵 A的特征方程为 

11

21 22

1

1 2

0

| | ( ) 0
n

ii
i

n n nn

a

a a
a

a a a

λ
λ

λ λ

λ
=

-
-

- = = - =

-

∏… … ㊣
…

A E ， 

由题设可知 A有 n个互不相等的特征值，故 A与对角矩阵相似.  

7.由 A 的特征方程
2

4 6 0

| | 3 5 0 (1 ) ( 2 ) 0

3 6 1

λ
λ λ λ λ

λ

-
- = - - - = - - - =

- - -
A E ，得特征值

1 2 31 2λ λ λ= = = -， ，相应的特征向量 1 2 3

2 0 1

1 0 1

0 1 1

- -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= = =| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ，p p p 线性无关. 

令
1

1 2 3

2 0 1 1 1 0

( ) 1 0 1 1 2 1

0 1 1 1 2 0

-

- - - -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= = = - -| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

， ， ，P p p p P ，因此
1

1

1

2

-

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

A P P ， 

1 1

1 1 2 ( 2 ) 2 2( 2) 0

1 1 1 ( 2) 1 2( 2) 0

2 ( 2 ) 1 ( 2) 2 2( 2) 1

k k k

k k k

k k k

- -

「 ㊣- - - - -「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |= = = + - - + -| || | | |
| || | | |- - - + - - + -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

A P P P  
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习题 4.3 

1.（1）取 1 1=b α ， 

1 2
2 2 1

1 1

1 1 1
[ ] 6

2 1 0
[ ] 3

3 1 1

-「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= - = - =| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

，

，

b
b b

b b

α
α ， 

1 3 2 3
3 3 1 2

1 1 2 2

1 1 1 1
[ ] [ ] 14 8 1

4 1 0 2
[ ] [ ] 3 2 3

9 1 1 1

-「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | | | |= - - = - - = -| | | | | | | |
| | | | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ，

， ，

b b
b b b

b b b b

α α
α ， 

则 1 2 3， ，b b b 是正交的.  

（2）取 1 1=b α ， 

1 2
2 2 1

1 1

1 1 1
[ ] 6

2 1 0
[ ] 3

3 1 1

-「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= - = - =| | | | | |
| | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

，

，

b
b b

b b

α
α ， 

1 3 2 3
3 3 1 2

1 1 2 2

1

21 1 1
[ ] [ ] 3 1

0 1 0 1
[ ] [ ] 3 2

2 1 1
1

2

「 ㊣
| |

-「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ | |
| | | | | | | |= - - = - - = -| | | | | | | |
| | | | | | | |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

| |
| |㊣ 」

， ，

， ，

b b
b b b

b b b b

α α
α ， 

则 1 2 3， ，b b b 是正交的.  

2.首先把三个向量正交化.  

取 T
1 1 (1 1 0)= = ， ，b α  

T T T1 2
2 2 1

1 1

[ ] 0
(0 0 2) (1 1 0) (0 0 2)

[ ] 2
= - = - =

，
，， ，， ，，

，

b
b b

b b

α
α ， 

1 3 2 3
3 3 1 2

1 1 2 2

[ ] [ ] 3 3
0

[ ] [ ] 2 2
㊣ ㊣= - - = -| |
㊣ ㊣

， ，
， ，

， ，

b b
b b b

b b b b

α α
α . 

其次单位化：

T

1
1

1

1 1
0

|| || 2 2

「 ㊣= =| |㊣ 」
， ，

b

b
β ，

2
2

2

(0 0 1)
|| ||
= = ，，

b

b
β ，

T

3
3

3

1 1
0

|| || 2 2

「 ㊣= = -| |㊣ 」
， ，

b

b
β . 

3.证： 

（1）∵A为正交矩阵，∴ T =A A E（或 T 1-=A A ）.  

∵ T T( )=A A ，∴ T T T T( ) = =A A AA E，故 TA 为正交矩阵.  

∵ 1 T 1 T 1 1 T 1 1( ) ( ) ( )- - - - - -= = = =A A A A AA E E，∴ 1-A 也是正交矩阵.  

（2）∴ 1A 与 2A 均为正交矩阵，∴ T
1 1 =A A E， T

2 2 =A A E ， 

又 T T T T T
1 2 1 2 2 1 1 2 2 2 2 2( ) ( ) = = = =A A A A A A A A A EA A A E ， 

∴ 1 2A A 也是正交矩阵.  

（3）∵A 为正交矩阵，∴ T =A A E ，取行列式
T| || | | 1= =A A E . 由于 T| | | |=A A ，因而

2| | 1=A ，∴ | | 1= ±A .  

4.设 T
3 1 2 3( )x x x= ， ，α ，则由 1 3 2 3[ ] [ ] 0α α α α= =， ， ，便得 
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1 2 3

1 2 3

1 8 4
0

9 9 9
8 1 4

0
9 9 9

x x x

x x x

㊣ - - =||
㊣
|- + - =
|㊣

 

解此方程组得 2 1 3 1

7

4
x x x x= = -， . 

把它代入 3|| || 1=α ，便得 1

4

9
x = ± ，于是所求向量为 

T

3

4 4 7

9 9 9
㊣ ㊣= -| |
㊣ ㊣
， ，α   或  

T

3

4 4 7

9 9 9
㊣ ㊣= - -| |
㊣ ㊣

～ ， ，α . 

习题 4.4 

1.证： 

∵ T T T T T T( ) ( )= =AA A A AA ，∴ TAA 为对称矩阵.  

∵ T T T T T T( ) ( )= =A A A A A A，∵ TA A为对称矩阵.  

2.（1） 由特征方程

1 0 1

0 1 1 (1 ) ( 3) 0

1 1 2

λ
λ λ λ λ

λ

-
- = - - =

-
，得特征值 1 2 30 1 3λ λ λ= = =， ， .

通过解方程( ) 0 ( 1 2 3)i iλ- = = ，，A E X ，求得三个特征向量分别为 1 2 3

1 1 1

1 1 1

1 0 2

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= = - =| | | | | |
| | | | | |-㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ，p p p .

显然 1 2 3， ，p p p 是正交的，只需把它们单位化： 1
1

1

1

3
1

|| || 3
1

3

「 ㊣
| |
| |
| |

= = | |
| |
| |
-| |
㊣ 」

p

p
α ，

2
2

2

1

2
1

|| || 2

0

「 ㊣
| |
| |
| |= = -| |
| |
| |
| |
㊣ 」

p

p
α ，

3
3

3

1

6
1

|| || 6
2

6

α

「 ㊣
| |
| |
| |

= = | |
| |
| |
| |
㊣ 」

p

p
.所求正交矩阵为

1 1 1

3 2 6
1 1 1

3 2 6
1 2

0
3 6

「 ㊣
| |
| |
| |
= -| |
| |
| |
-| |
㊣ 」

P ，容易得出
1

0 0 0

0 1 0

0 0 3

-

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

P AP . 

（2） 由特征方程
2

1 2 2

2 2 4 ( 2) ( 7) 0

2 4 2

λ
λ λ λ

λ

- -
- - - = - + =

- -
，得特征值 1 2 32 7λ λ λ= = = -， .

通过解方程 ( ) 0 ( 1 2 3)i iλ- = = ，，A E X 求得三个线性无关特征向量分别为 1

2

1

0

「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

，p  
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2 3

2 1

0 2

1 2

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= =| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

，p p .把属于特征值 1 2 2λ λ= = 的特征向量 1 2，p p 正交化后得到 1

2

1

0

「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

，β  

2

2

5
4

5

1

「 ㊣
| |
| |
| |= | |
| |
| |
| |㊣ 」

β .而 3α 与 1 2，β β 正交，再把它们单位化，得到 1 2 3

2 2 1
5 3 5 3

1 4 2

35 3 5
25

0
33 5

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |= - = =| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |-| | | | | |㊣ 」㊣ 」 ㊣ 」

， ，α α α . 

所求正交矩阵，

2 2 1

35 3 5
1 4 2

35 3 5
5 2

0
33 5

「 ㊣
| |
| |
| |
= -| |
| |
| |

-| |
㊣ 」

P ，于是
1

2 0 0

0 2 0

0 0 7

-

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

P AP . 

（3）由特征方程 

2

3 1 0 1

1 3 1 0
(3 ) ( 5)( 1) 0

0 1 3 1

1 0 1 3

λ
λ

λ λ λ
λ

λ

- -
- -

= - - - =
- -

- -

， 

得特征值 1 2 3 43 5 1.λ λ λ λ= = = =， ，  由 ( ) 0 ( 1 2 3)i iλ- = = ，，A E X 求出对应于 1 2 3 4λ λ λ λ， ， ， 的

四个线性无关的特征向量， 

1 2 3 4

1 0 1 1

0 1 1 1

1 0 1 1

0 1 1 1

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | | | |-| | | | | | | |= = = =
| | | | | | | |- -
| | | | | | | |

-㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ， ，α α α α ， 

易见它们是正交的. 将它们单位化则有， 

1 2 3 4

1 1 10
2 2 2

1 1 10
2 2 2

1 1 1
0

2 22
1 11

0
2 22

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | | | |
| | | | | | | || | | | | | | |-| | | | | | | |
| | | |= = = =| | | |
| | | | | | | |- -| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |-| | | | ㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」 ㊣ 」

， ， ，p p p p ， 
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正交矩阵
1

1 1 1
0

2 22
31 1 1

0
32 22

1 1 1 5
0

2 2 12
1 1 1

0
2 22

-

「 ㊣
| |
| |

「 ㊣| |- | || |
| || |= =
| || |- - | || |
㊣ 」| |

| |-| |㊣ 」

P P AP . 

（4）由特征方程

2 0 0

0 3 2 (2 )( 1)( 5) 0

0 2 3

λ
λ λ λ λ

λ

-
- = - - - =

-
，得特征值 1 1λ = ， 2 2λ = ，

3 5λ = .通过解方程 ( ) 0 ( 1 2 3)i iλ- = = ，，A E X ，求得三个特征向量分别为， 1 2

0 1

1 0

1 0

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= =| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

， ，α α  

3

0

1

1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

α ，显然 1 2 3， ，α α α 是正交的单位化后得 1 2 3

0 0
1

1 1
0

2 2
0

1 1

2 2

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |「 ㊣
| | | || |= = =| | | || |
| | | || |㊣ 」| | | |
-| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

， ，p p p . 得正交矩阵

0 1 0

1 1
0

2 2
1 1

0
2 2

「 ㊣
| |
| |
| |
= | |
| |
| |
-| |
㊣ 」

P ，因而，
1

1 0 0

0 2 0

0 0 5

-

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

P AP . 

3.证： 

∵ T
0α λ α= =，A A A， ∴ T T T

0 0α λ α λ α= =P A P P  又 T =E E，即
1 T T 1 1( ) ( )- - -= =PP P P PP  .

所以， T T 1 1 T 1 T T T
0( ) ( )α α α α λ α- - -= = = =P AE P APP P AP P P AP P P . 

这表明 0λ 是矩阵
1 T( )-P AP 的特征值，而相应的特征向量是 TP α . 

4.证： 

因为 A与 B相似，所以存在可逆矩阵 T使 1- =T AP B .  

而 1 T 1 T T T 1( ) ( )- - -= = = =T AT B B T AT T A T ，因而 1 T- =T T . 

所以存在正交矩阵 P=T，使 1- =P AP B . 

5.对应于 1 2 3 1λ λ λ= = = 的特征向量应有两个，它们线性无关且都与 T
1 (0 1 1)= ，，α 正交，

因而可取 T T
2 3(1 0 0) (0 1 1)= = -，， ， ，，α α . 将 1 2 3， ，α α α 单位化后作成正交矩阵， 
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0 1 0

1 1
0

2 2
1 1

0
2 2

「 ㊣
| |
| |
| |= | |
| |
| |
| |
㊣ 」

T ，于是，
T

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= = -| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

A T T . 

第四章自测题 

一、单项选择题 

1.B；2.B；3.C；4.C；5. 6.A；7.D；8.D；9.B；10.B；11.C；12.C 

二、解答题 

1.（1）由 A 的特征方程

3 1 1

| | 1 3 1 ( 2) ( 4) 0

0 0

λ
λ λ λ λ λ

λ

- -
- = - - = - - =

-
A E ，解得特征值

1 2 30 2 4λ λ λ= = =， ， .而相应的特征向量为 1

1

1

4

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

α ， 2

1

1

0

「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

α ， 3

1

1

0

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

α . 故相应于上述

1 2 3λ λ λ， ， 的全部特征向量为 1 1 2 2 3 3k k k， ，α α α （ 1 2 3k k k， ， 均不为零).  

（2）由 A的特征方程
2

1 2 2

| | 2 1 2 ( 1) ( 5) 0

2 2 1

λ
λ λ λ λ

λ

-
- = - = + - =

-
A E ， 

解 得 特 征 值 1 2 31 5λ λ λ= = - =， . 当 1 2 1= = -λ λ 时 ， 得 特 征 向 量 ，

1 2 1 2

1 1

1 0 ( 0 0)

0 1

k k k k

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |+ ≠ ≠| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

，  当 3 5λ = 时，得特征向量 3

1

1

1

k

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

. 

2.解： 

解特征方程 2| | ( 1) ( 1) 0λ λ λ- = - - + =A E ，得特征值 1 2 31 1λ λ λ= = = -， . 欲使 1 2 1= =λ λ 有

两个线性无关的特征向量，矩阵 A-E的秩必须等于 1，即其经过一次初等行变换， 
1 0 1 1 0 1

0 0

1 0 1 0 0 0

x y x y

- -「 ㊣ 「 ㊣
| | | |- = =| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

A E ， 

故必有
1 1

0y x
x y

-
= - - = ，即 0x y+ = . 属于 3 1= -λ 的特征向量必与 1 2 1= =λ λ 的两个线

性无关特征向量线性无关，故 A有三个线性无关的特征向量时，必须满足 0x y+ = . 

3.解： 

（1）考虑

3 2 0 0

| 2 | 1 2 3 0

1 2 3 2

t

-
- = - =

-
A E ，即

1 0 0

1 2 3 8 0

1 2 1

t t- = - = ，所以 8t = . 
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（2）解方程组 ( 2 )- = 0A E X ，即

1

2

3

1 0 0 0

1 6 3 0

1 2 1 0

x

x

x

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |=| || | | |
| || | | |㊣ 」 ㊣ 」㊣ 」

，解得

0

1

2

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

P .故对应于特征值 2

的所有特征向量为

0

1 ( 0)

2

k k k

「 ㊣
| |= ≠| |
| |-㊣ 」

p . 

4.解： 

由 A 的特征方程
2

10 6

| | 1 3 3 ( 1) ( 2) 0

2 10 8

λ
λ λ λ λ

λ

-
- = - - - = - - =

- -
A E ，解得特征值

1 2 31 2λ λ λ= = =， ，对应于 1 1λ = 的特征向量为 1

2

1

2

-「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

p ，对应于 2 3 2λ λ= = 的特征向量为

2

3

0

1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

p ， 3

5

1

0

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

p . 由于 2 3，p p 是线性无关的，所以用 1 2 3， ，p p p 为列向量构成的矩阵

2 3 5

1 0 1

2 1 0

-「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

P 是可逆的，从而
1

1 0 0

0 2 0

0 0 2

-

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

P AP 为对角矩阵. 

第五章  二次型 

习题 5.1 

1.（1）
1

1 2
2

1 3
( )

3 4

x
f x x

x

「 ㊣「 ㊣
= | || |

㊣ 」 ㊣ 」
， ； 

（2）
1

1 2 3 2

3

1 2 0

( ) 2 2 2

0 2 3

x

f x x x x

x

「 ㊣「 ㊣
| || |= | || |
| || |㊣ 」 ㊣ 」

， ， ； 

（3）
1

1 2 3 2

3

1 1 1

( ) 1 3 2

1 2 11

x

f x x x x

x

- - 「 ㊣「 ㊣
| || |= - - | || |
| || |- - -㊣ 」 ㊣ 」

， ， . 

2.
1

T 2 2 2
1 2 3 2 1 1 2 2 3

3

2 2 0

( ) 2 3 0 2 2 2 3

0 0 1

x

f x x x x x x x x x

x

「 ㊣ 「 ㊣| | | |= = = + + +| | | || | | |㊣ 」| |㊣ 」

， ，X AX . 

3.由于 T | | 0f = = ≠， ，X AX X CY C ，则 T T T T( )f = = =CY ACY Y C ACY Y BY 其中
T=B C AC  .已知， 
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1
2 2
1 1 2 2 2 3 1 2 3 2

3

2 2 0

2 4 4 ( ) 2 1 2

0 2 0

x

f x x x x x x x x x x

x

- 「 ㊣「 ㊣
| || |= - + - = - - | || |
| || |-㊣ 」 ㊣ 」

， ， ，所以

2 2 0

2 1 2

0 2 0

A

-「 ㊣
| |= - -| |
| |-㊣ 」

. 

（1）∵
T

1 0 0 2 2 0 1 1 0 2 4 4

1 1 0 2 1 2 0 1 2 4 7 4

0 2 1 0 2 0 0 0 1 4 4 0

- - - -「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | | | |= = - - - = -| | | | | | | |
| | | | | | | |- -㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

B C AC ， 

∴

1
2 2

1 2 3 2 1 1 2 2 2 3 1 3

3

2 4 4

( ) 4 7 4 2 8 7 8 8

4 4 0

y

f y y y y y y y y y y y y

y

- - 「 ㊣「 ㊣
| || |= - = - + + -| || |
| || |-㊣ 」 ㊣ 」

， ， . 

（2）∵

2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 32 2 0 1 0 0
2 2 1 1 2 2

2 1 2 0 4 0
3 3 3 3 3 3

0 2 0 0 0 2
1 2 2 2 1 2

3 3 3 3 3 3

「 ㊣ 「 ㊣-| | | |
-「 ㊣ 「 ㊣| | | |

| | | || | | |= - - - - =| | | || | | |
| | | || | | |- -㊣ 」 ㊣ 」

| | | |-
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

B ， 

∴

1
2 2 2

1 2 3 2 1 2 3

3

1 0 0

( ) 0 4 0 4 2

0 0 2

y

f y y y y y y y

y

「 ㊣「 ㊣
| || |= = + -| || |
| || |-㊣ 」 ㊣ 」

， ， . 

习题 5.2 

1.（1） 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 3 1 1 2 2 2 2 32 4 4 (2 4 2 ) 4f x x x x x x x x x x x x x= + - - = - + - -  

2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 3 3 3

2 2 2
1 2 2 3 3

2( 2 ) ( 4 4 ) 4

2( ) ( 2 ) 4

x x x x x x x x x

x x x x x

= + + - + + +

= - - + +
 

令 1 1 2 2 2 3 3 32y x x y x x y x= - = + =， ， ，则 2 2 2
1 2 32 4f y y y= - + . 

由于

1

2

3

1 1 2

0 1 2 0

0 0 1

y

y

y

- 「 ㊣「 ㊣
| || |= = - ≠| || |
| || |㊣ 」 ㊣ 」

，X CY C| | ，故 =X CY 是可逆的.  

（2）令 1 1 2 2 1 2 3 3x y y x y y x y= + = - =， ， ，则 

1 2 2 3 1 3

1 2 1 2 1 2 3 1 2 3

2 2
1 2 1 3

2 2 2
1 3 2 3

( ) ( ) ( ) ( )

2

( )

f x x x x x x

y y y y y y y y y y

y y y y

y y y y

= + +

= + - + - + +

= - +

= + - -

 

再令 1 1 3 2 2 3 3z y y z y z y= + = =， ， ，则 2 2 2
1 2 3f z z z= - - . 

由 
1 1 31 1 2

2 1 2 2 2

3 3 3 3

z y yx y y

x y y z y

x y z y

= += + ㊣㊣
| |= - =㊣ ㊣
| |= =㊣ ㊣

，得 
1 1 2 3

2 1 2 3

3 3

x z z z

x z z z

x z

= + -㊣
| = - -㊣
| =㊣

，可以验证上述变换是正确的.  

2.（1）f 的矩阵

2 2 0

2 1 2

0 2 0

-「 ㊣
| |= - -| |
| |-㊣ 」

A ，由

2 2 0

| | 2 1 2 ( 1)( 4)( 2) 0

0 2

λ
λ λ λ λ λ

λ

- -
- = - - - =- - - + =

- -
A E ，
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得特征值 1 2 31 4 2λ λ λ= = = -， ， ，而相应的特征向量为 1

2

1

2

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

α ， 2

2

2

1

「 ㊣
| |= -| |
| |㊣ 」

α ， 3

1

2

2

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

α ，三

者是正交的，经单位化后作成正交矩阵 P， 

T

2 2 1 2 1 2

3 3 3 3 3 3
1 2 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3

「 ㊣ 「 ㊣-| | | |
| | | |
| | | |= - = -| | | |
| | | |
| | | |-
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

P P ， 

则
T

1 0 0

0 4 0

0 0 2

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

PA P  ，于是取正交变换 =X PY ，可得， 

T T T T

1
2 2 2

1 2 3 2 1 2 3

3

( ) ( )

1 0 0

( ) 0 4 0 4 2

0 0 2

f

y

y y y y y y y

y

= = =

「 ㊣「 ㊣
| || |= = + -| || |
| || |-㊣ 」 ㊣ 」

， ，

X AX PY A PY Y P APY

 

（2） f 的矩阵

2 2 2

2 5 4

2 4 5

-「 ㊣
| |= -| |
| |- -㊣ 」

A ，由
2

2 2 2

| | 2 5 4 ( 1) ( 10) 0

2 4 5

λ
λ λ λ λ

λ

- -
- = - - = - - =

- - -
A E ，

得特征值 1 2 31 10λ λ λ= = =， . 

而相应的特征向量为 1 2 3

0 2 0

1 0 1

1 1 1

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= = =| | | | | |
| | | | | |-㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ，α α α ，对应于 1 2 1λ λ= = 的特征向量 1α 与

2α 不正交，将其正交化得， 

1 2
1 2 2 1 3

1 1

2
0 0

[ ] 1
1 1

[ ] 2
1 1

1

2

「 ㊣
| |

「 ㊣ 「 ㊣| |
| | | || |= = - = - =| | | || |
| | | |-| |㊣ 」 ㊣ 」

| |
| |㊣ 」

，

，
p p p

α α
α α

α α
. 

经单位化后作成正交矩阵 T， 

4
0 0

3 2
1 1 1

2 3 2 2
1 1 1

2 3 2 2

「 ㊣
| |
| |
| |= -| |
| |
| |

-| |
㊣ 」

T ，则
T

1 0 0

0 1 0

0 0 10

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

T AT . 
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∴

1
T T T 2 2 2

1 2 3 2 1 2 3

3

1 0 0

( ) 0 1 0 10

0 0 10

y

f y y y y y y y

y

「 ㊣「 ㊣
| || |= = = = + +| || |
| || |㊣ 」 ㊣ 」

， ，X AX Y T ATY . 

（3）f 的矩阵

2 0 2

0 4 0

2 0 5

-「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

A ，由

2 0 2

| | 0 4 0 ( 1)( 4)( 6) 0

2 0 5

λ
λ λ λ λ λ

λ

- -
- = - = - - - =

- -
A E ，

得特征值 1 2 31 4 6λ λ λ= = =， ， ，而相应的特征向量为 1

2

0

1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

α ， 2 3

0 1

1 0

0 2

-「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= =| | | |
| | | |㊣ 」 ㊣ 」

，α α ，三者是

正交的. 经单位化后作成正交矩阵 P，

2 1
0

5 5

0 1 0

1 2
0

5 5

「 ㊣
-| |

| |
| |
= | |
| |
| |
| |
㊣ 」

P ，则
T

1 0 0

0 4 0

0 0 6

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

PA P . 

于是取正交变换 =X PY ，可得， 

T T T T

1
2 2 2

1 2 3 2 1 2 3

3

( ) ( )

1 0 0

( ) 0 4 0 4 6

0 0 6

f

y

y y y y y y y

y

= = =

「 ㊣「 ㊣
| || |= = + +| || |
| || |㊣ 」 ㊣ 」

， ，

X AX PY A PY Y P APY

 

（4） f 的矩阵

1 2 4

2 4 2

4 2 1

- -「 ㊣
| |= - -| |
| |- -㊣ 」

A ，由
2

1 2 4

| | 2 4 2 ( 5) ( 4) 0

4 2 1

λ
λ λ λ λ

λ

- - -
- = - - - = - + =

- - -
A E ，

得特征值 1 2 35 4λ λ λ= = = -， ，而相应的特征向量为 1 2 3

1 1 2

2 0 1

0 1 2

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= - = =| | | | | |
| | | | | |-㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ，α α α ，对应于

1 2 5λ λ= = 的特征向量 1α 与 2α 不正交，将其正交化得， 

1 2
1 2 2 1 3

1 1

4

51 2
[ ] 2

2 1
[ ] 5

0 2
1

「 ㊣
| |

「 ㊣ 「 ㊣| |
| | | || |= - = - = =| | | || |
| | | || |㊣ 」 ㊣ 」

| |-
| |㊣ 」

，

，
p p p

α α
α α

α α
， 

经单位化后作成正交矩阵 T， 
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1 4 2

35 3 5
2 2 1

35 3 5
5 2

0
33 5

「 ㊣
| |
| |
| |
= -| |
| |
| |

-| |
㊣ 」

T ，则
T

5 0 0

0 5 0

0 0 4

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

T AT . 

∴ 
1

T T T 2 2 2
1 2 3 2 1 2 3

3

5 0 0

( ) 0 5 0 5 5 4

0 0 4

y

f y y y y y y y

y

「 ㊣「 ㊣
| || |= = = = + -| || |
| || |-㊣ 」 ㊣ 」

， ，X AX Y T ATY  

3.（1）f 的矩阵

1 2 0

2 2 2

0 2 3

「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

A ，由

1 2 0

| | 2 2 2 (2 )( 5)( 1) 0

0 2 3

λ
λ λ λ λ λ

λ

-
- = - - = - - + =

- -
A E ，

得特征值 1 2 32 5 1λ λ λ= = = -， ，  而相应的特征向量为， 

1 2 3

2 1 2

1 2 2

2 2 1

-「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= = =| | | | | |
| | | | | |-㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ，α α α ， 

三者是正交的. 经单位化后作成正交阵 P， 
2 1 2

3 3 3
1 2 2

3 3 3
2 2 1

3 3 3

「 ㊣-| |
| |
| |= | |
| |
| |-
| |㊣ 」

P ，则
T

2 0 0

0 5 0

0 0 1

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

PA P . 

于是取正交变换 =X PY ，可得， 
T T T T

1
2 2 2

1 2 3 2 1 2 3

3

( ) ( )

2 0 0

( ) 0 5 0 2 5

0 0 1

f

y

y y y y y y y

y

= = =

「 ㊣「 ㊣
| || |= = + -| || |
| || |-㊣ 」 ㊣ 」

， ，

X AX PY A PY Y P APY

 

（2） f 的矩阵

1 0 1

0 1 0

1 0 1

-「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

A ，由

1 0 1

| | 0 1 0 (1 ) ( 2) 0

1 0 1

λ
λ λ λ λ λ

λ

- -
- = - = - - =

- -
A E ，得

特征值 1 2 30 1 2λ λ λ= = =， ， .而相应的特征向量为 1

1

0

1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

α ， 2 3

0 1

1 0

0 1

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= =| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

，α α ，三者是正交

的. 经单位化后作成正交矩阵 P， 
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1 1
0

2 2

0 1 0

1 1
0

2 2

「 ㊣
| |
| |
| |= | |
| |
| |

-| |
㊣ 」

P ，则
T

0 0 0

0 1 0

0 0 2

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

P AP . 

于是取正交变换 =X PY ，可得， 
T T T T

1
2 2

1 2 3 2 2 3

3

( ) ( )

0 0 0

( ) 0 1 0 2

0 0 2

f

y

y y y y y y

y

= = =

「 ㊣「 ㊣
| || |= = +| || |
| || |㊣ 」 ㊣ 」

， ，

X AX PY A PY Y P APY

 

（3） f 的矩阵

0 0 1

0 1 0

1 0 0

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A ，由
2

0 1

| | 0 1 0 (1 )( 1) 0

1 0

λ
λ λ λ λ

λ

-
- = - = - - =

-
A E ，得特征

值 1 2 31 1λ λ λ= = = -， .而相应的特征向量为 1 2 3

1 0 1

0 1 0

1 0 1

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= = =| | | | | |
| | | | | |-㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ，α α α ，三者是正交的. 经

单位化后作成正交矩阵 P， 

1 1
0

2 2

0 1 0

1 1
0

2 2

「 ㊣
| |
| |
| |= | |
| |
| |

-| |
㊣ 」

P ，则
T

1 0 0

0 1 0

0 0 1

「 ㊣
| |= | |
| |-㊣ 」

P AP . 

于是取正交变换 =X PY ，可得， 
T T T T

1
2 2 2

1 2 3 2 1 2 3

3

( ) ( )

1 0 0

( ) 0 1 0

0 0 1

f

y

y y y y y y y

y

= = =

「 ㊣「 ㊣
| || |= = + -| || |
| || |-㊣ 」 ㊣ 」

， ，

X AX PY A PY Y P APY

 

4.令

1 1

2 2

3 3

2

3

5

y x

y x

y x

㊣ =
|| =㊣
|
=|㊣

，则有

1 1

2 2

3 3

1

2
1

3
1

5

x y

x y

x y

㊣
=|

|
|
=㊣

|
|
=|

㊣

，即 =X CY ，

1
0 0

2
1

0 0
3

1
0 0

5

「 ㊣
| |
| |
| |
= | |
| |
| |
| |
㊣ 」

C . 

因为
1

| | 0
30

= ≠C ，所以，X=CY为可逆线性变换，经此变换得 2 2 2
1 2 3f y y y= - + . 

5.先将二次型 2 25 6 5x xy y- + 用正交变换化为标准型. 其所对应的矩阵为
5 3

3 5

-「 ㊣
= | |-㊣ 」

A ，
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不难求得其特征值为 1 22 8λ λ= =， ，相应的特征向量为 1 2

1 1

1 1

-「 ㊣ 「 ㊣
= =| | | |
㊣ 」 ㊣ 」
，α α .经单位化后得

1

1

2
1

2

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |㊣ 」

p ， 2

1

2
1

2

「 ㊣-| |
| |=
| |
| |㊣ 」

p .作 1 2

1 1

2 2
( )

1 1

2 2

「 ㊣-| |
| |= =
| |
| |㊣ 」

，P p p ，则

1 1

2 2
1 1

2 2

x x

y y

「 ㊣-| |「 ㊣ 「 ㊣| |=| | | || |㊣ 」 ㊣ 」
| |㊣ 」

～
～ 为正交变换. 

将此变换代入原方程得

2
2 1

2( 1) 8 8 0
2

x y
㊣ ㊣- + + - =| |
㊣ ㊣

～ ～ ，令
1

1
2

x x y y= - = +～ ～， ，则得 x2+4y2=4，这

表明曲线是一个椭圆.  

习题 5.3 

1.（1）f 的矩阵

1 1 0

1 2 2

0 2 5

「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

A ，它的各阶顺序主子式为
1 1

1 0 1 0 | | 1 0
1 2

＞ = ＞ = ＞， ， A ，

所以 f 是正定的.  

（2） f 的矩阵

1 2 2

2 3 4

2 4 5

-「 ㊣
| |= -| |
| |- -㊣ 」

A ，它的各阶顺序主子式为
1 2

1 0 1 0
2 3

＞ = - ＜， ，所以 f 不

是正定的. 

（3）f 的矩阵

3 2 0

2 4 2

0 2 5

「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

A ，它的各阶顺序主子式为
3 2

3 0 8 0 28 0
2 4

＞ = ＞ = ＞， ，| |A ，

所以 f 是正定的.  

（4）f 的矩阵

1 1 1
1

2 2 2
1 1 1

1
2 2 2
1 1 1

1
2 2 2

1 1 1
1

2 2 2

「 ㊣
| |
| |
| |
| |
| |= | |
| |
| |
| |
| |
| |㊣ 」

…

…

…

… … … … …

…

A ，考察它的各阶顺序主子式：

1
1

321 0 0
1 4

1
2

＞ = ＞， ，

对任意 k ( 2 k n＜ ≤ )， 

1 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1

1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
1 1

2 2 2 2

kr r r

k k k

A + + +

- - -
+ + +

= ————→…

… …

… …

… … … … … … … …

… …
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1 1 1

1 1
1

1 2 21
2

1 1
1

2 2

k -㊣ ㊣——→ +| |
㊣ ㊣

…

…

… … … …

…

2,3, ,
i lc c

i k

-
=————→…

1
1

2

k -㊣ ㊣+| |
㊣ ㊣

1 0 0

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

…

…

… … … …

…

= 

1
1 1

1 0.
2 2

k
k

--㊣ ㊣㊣ ㊣——→ + ＞| || |
㊣ ㊣㊣ ㊣

 故 f 是正定的. 

2.解： 

二次型对应的矩阵

2 1

1 1 1

1 4

t

t

「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

A ，若使二次型为正定，只需 A为正定即可. A的一阶主

子 式 为 2＞0 ， 二 阶 主 子 式
2 1

1 0
1 1

= ＞ ， 若 | | 0＞ ，A 则 A 即 为 正 定 矩 阵 . 由

2

2 1

| | 1 1 1 2 2 0

1 4

t

t t

t

= - = - - + ＞
-

A ，得 1 3 1 3.t- - ＜ ＜ - +  因此当 1 3 1 3t- - ＜ ＜ - + 时，二

次型是正定的.  

3.证： 
T T T( ) =AA AA ，故 TAA 是m阶实对称矩阵. 所以存在m阶正交矩阵 A，使 

1

2T T

m

λ
λ

λ

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
Q AA Q   或

1

2T T

m

λ
λ

λ

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
AA Q Q ， 

其中 1 2 mλ λ λ…， ， ， 是 TAA 的特征值. 以下证明 0( 1 2 )i i mλ = …，， ，≥ . 

设 TAA 对应的二次型为 

1 1

2 2T T T T T T T( )

m m

λ λ
λ λ

λ λ

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |
| | | |= = =
| | | |
| | | |
㊣ 」 ㊣ 」

㊣ ㊣
X AA X X Q Q X Q X Q X， 

令 T=Y Q X，则有 T T 2 2 2
1 1 2 2 m my y yλ λ λ= + + +…X AA X . 另一方面，对任意 0x ≠ ，列向量 TA X 或

为零或不为，故 T T T T T( ) ( ) 0=X AA X A X A X 0≥ ≥ ，此即总有 2 2 2
1 1 2 2 0m my y yλ λ λ+ + +… ≥ ，根据

y的任意性（因为 x是任意的），便得 0( 1 2 )i i mλ = …，， ，≥ . 

4.证：因为 A 是正定矩阵的充要条件是它的特征值全为正实数，所以可得特征值为

1 2 ( 0 1 2 )n i i nλ λ λ λ ＞ =… …， ， ， ， ，， ， ，又因为 A 是实对称矩阵，故存在正交矩阵 P，使
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1

21

n

λ
λ

λ

-

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
P AP . 注意到 A是正交矩阵，因而 T T 1-= =，A A E A A ，不妨取正交矩阵

P=A，则有

1

21

n

λ
λ

λ

-

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
A AA ，即

1

2

n

λ
λ

λ

「 ㊣
| |
| |=
| |
| |
㊣ 」

㊣
A . 

而

2
1 1 1

2
2 2T 2

2
n n n

λ λ λ
λ λ λ

λ λ λ

「 ㊣「 ㊣ 「 ㊣
| || | | |
| || | | |= = =
| || | | |
| || | | |
| |㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

㊣ ㊣ ㊣
E A A ， 

由此知 2 1( 1 2 )i i nλ = = …，， ， ，但 0iλ ＞ ，故 1iλ = ，所以 A是单位矩阵.  

5.证： 

首先 A 为对称矩阵. 事实上 T T T T( )= = =A U U U U A，所以 A 是对称矩阵. 设 0x ≠ ，则 AX

是一个列矩阵，并且也可以认为是一个列向量，于是， T T T T T( ) ( ) ( )f = = = =X AX X U U X X U UX  
T( ) ( ) [ , ] || || 0= = ＞UX UX UX UX UX ，因此 T 0f = ＞X AX ，所以 T 0f = ＞X AX 为正定二次型.  

第五章自测题 

一、选择题 

1.B；2.A；3.D 

二、解答题 

1.解： 

（1）

1 2 1

( ) 2 4 2

1 2 1

x

f x y z y

z

「 ㊣「 ㊣
| || |= | || |
| || |㊣ 」 ㊣ 」

， ， ； 

（2）

1 1 2

( ) 1 1 2

2 2 7

x

f x y z y

z

- - 「 ㊣「 ㊣
| || |= - - | || |
| || |- - -㊣ 」 ㊣ 」

，， ； 

（3）

1

2
1 2 3 4

3

4

1 1 2 1

1 1 3 2
( )

2 3 1 0

1 2 0 1

x

x
f x x x x

x

x

- - 「 ㊣「 ㊣
| || |- - | || |=
| || |
| || |

- - | |㊣ 」 ㊣ 」

， ， ， . 

2.解： 

f 的矩阵

2 0 0

0 3 2

0 2 3

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A ，由

2 0 0

| | 0 3 2 (2 ) ( 1) ( 5) 0

0 2 3

λ
λ λ λ λ λ

λ

-
- = - = - - - =

-
A E ， 
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的特征值 1 2 31 2 5λ λ λ= = =， ， .而相应的特征向量为 1 2 3

0 1 0

1 0 1

1 0 1

「 ㊣ 「 ㊣ 「 ㊣
| | | | | |= = =| | | | | |
| | | | | |-㊣ 」 ㊣ 」 ㊣ 」

， ，α α α ，三者是正

交的. 经单位化后作成正交矩阵 P， 

0 1 0

1 1
0

2 2
1 1

0
2 2

「 ㊣
| |
| |
| |
= | |
| |
| |
-| |
㊣ 」

P ，则
T

1 0 0

0 2 0

0 0 5

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

P AP . 

于是取正交变换 X=PY，可得， 

1
T T T T 2 2 2

1 2 3 2 1 2 3

3

1 0 0

( ) ( ) ( ) 0 2 0 2 5

0 0 5

y

f y y y y y y y

y

「 ㊣「 ㊣
| || |= = = = = + +| || |
| || |㊣ 」 ㊣ 」

， ，X AX PY A PY Y P APY . 

3.（1） f 的矩阵

2 1 1

1 6 0

1 0 4

-「 ㊣
| |= -| |
| |-㊣ 」

A ，因为 1 2 0,A = - ＜  2

2 1
11 0,

1 6
A

-
= = ＞

-
 

3 | | 38 0,A = = - ＜A ，所以 f 是负定的.  

（2） f 的矩阵

1 1 2 1

1 3 3 6

2 3 9 0

1 6 0 19

-「 ㊣
| |- - -| |=
| |-
| |

-㊣ 」

A ，因为 1 21 0 2 0A A= ＞ = ＞， ， 3 9 0A = ＞ ， 

4 | | 9 0A = = ＞A ，所以二次型 f 是正定的.  

（3） f 的矩阵

2 2 0

2 1 2

0 2 0

-「 ㊣
| |= - -| |
| |-㊣ 」

A ，因为 1 2 0A = ＞ ， 2 2 0A = - ＜ ， 3 | | 8 0A = = - ＜A ，所以 f 即

不是正定的也不是负定的.  

4. f 的矩阵

1 2 2

2 1 2

2 2 1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

A ， 

由 A的特征方程
2

1 2 0

| | 2 1 2 (5 ) ( 1) 0

2 2 1

λ
λ λ λ λ

λ

-
- = - = - + =

-
A E ， 

解得特征值 1 2 35, 1λ λ λ= = = - . 

当 1 5λ = 时，得相应的特征向量为 1

1

1

1

「 ㊣
| |= | |
| |㊣ 」

α ，当 2 3 1λ λ= = - 时，得相应的特征向量为
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2 3

1 1

1 0

0 1

「 ㊣ 「 ㊣
| | | |= - =| | | |
| | | |-㊣ 」 ㊣ 」

，α α .把 2 3，α α 正交化，得 2 2 3

1

21
1

1
2

0
1

「 ㊣
| |

「 ㊣ | |
| | | |= = - =| | | |
| | | |㊣ 」

| |-
| |㊣ 」

，p α p .再将 1 2 3， ，p pα 单位化，

得 1 2 3

1 11

3 62
1 1 1

3 2 6
1 2

0
3 6

「 ㊣ 「 ㊣「 ㊣
| | | || |
| | | || |
| | | || |
= = - =| | | || |
| | | || |
| | | || |

-| | | || |
㊣ 」㊣ 」 ㊣ 」

， ，t t t .作正交矩阵

1 1 1

3 2 6
1 1 1

3 2 6
1 2

0
3 6

「 ㊣
| |
| |
| |
= -| |
| |
| |

-| |
㊣ 」

T ，则 =X TZ为正交

变换，于是，
T T T T T T 2 2 2

1 2 3

5 0 0

( ) 0 1 0 5

0 0 1

f z z z

「 ㊣
| |= = = = - = - -| |
| |-㊣ 」

X AX Z T ATZ Z T AT Z Z Z . 

5. f 的矩阵

1 1 0

1 1 0

1 1 0

0 0 0 1

t

t

t

「 ㊣
| |-| |=
| |-
| |
㊣ 」

A ，考察各阶顺序主子式： 1A t= ， 2
2 1,A t= - 3 4A A= =  

3 3 2t t- - . 

令

1

2

3

4

0

0

0

0

A

A

A

A

＞㊣
| ＞|
㊣ ＞|
| ＞㊣

， 得
2

0

1

( 2)( 1) 0

t

t

t t

㊣ ＞
|
＞㊣

|
- + ＞㊣

， 所以 2t ＞ . 

综合上述，当 2t ＞ 时，二次型 f 是正定的，当 2t = 时，二次型 f 是半正定的.  
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